Capitolul 1

Aspectele fizice ale modelarii
electromagnetice

1.1 Marimile caracteristice ale electromagnetismu-
lui

Campul electromagnetic este o forma de existentd a materiei, diferitd de sub-
stantd, capabild sd acumuleze si s transporte energie, dar si sd interactioneze cu
corpurile din punct de vedere mecanic, termic si/sau chimic.

Marimile fizice caracteristice electromagnetismului se pot clasifica Tn urmédtoarele
trei categorii:

* Mairimi caracteristice cdmpului electromagnetic;
» Mairimi caracteristice corpurilor;
» Mairimi ce caracterizeaza efectele campului electromagnetic.

Dupa modul in care se raporteaza la spatiu, marimile sunt locale, atunci cand
descriu starea unui punct din spatiu sau globale, atunci cand descriu starera unei
infinitdti de puncte.

Dacd o mdrime este definitd la un moment de timp, atunci ea se numeste instan-
tanee, iar daca ea se referd la un interval de timp, ea se numeste de proces.

1.1.1 Marimile locale ale campului electromagnetic

Fiecare din componentele electricd sau magneticd este caracterizatd local de doi
vectori tridimensionali, intensitatea si inductia campului respectiv:

* E - intensitatea campului electric;
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* D - inductia campului electric;
* H - intensitatea campului magnetic;
* B - inductia campului magnetic.

Aceste patru marimi vectoriale caracterizeaza complet, local si instantaneu cam-
pul electromagnetic dintr-un punct din spatiu, la un moment de timp (fig. [I.1).
Pentru a caracteriza campul intr-un domeniu spatial pe un interval de timp cele
patru marimi devin functii vectoriale de pozitie si timp. Matematic cele patru
sunt deci functii definite pe domeniul spatio-temporal cuadridimensional, cu
valori in spatiul tridimensional.

Figura 1.1: Marimi locale ale campului electromagnetic

Intensitatea campului electric

Marime fizicd vectoriald ce caracterizeaza local si instantaneu campul electric
din punct de vedere longitudinal:

E="f(r,t), f:Qx (tun, tmax) — R?, Q C R? (1.1)
unde r = iz + jy + k= este vectorul de pozifie, iar E = iF, +jF, +kE.. Unitatea
de masurd a intensitdtii cAmpului : Volt pe metru [V /m].

Inductia electrica

Marime fizicd vectoriala ce caracterizeaza local si instantaneu comportarea transver-
sala a campului electric:

D=f(r,t), f: QX (tmin, tmax) — R*>, QCR? (1.2)
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unde r = iz + jy + kz este vectorul de pozitie, iar D = iD, + jD, + kD..
Unitatea de masurd: Coulomb pe metru pitrat [C/m?].
Intensitatea cAmpului magnetic

Mirime fizicd vectoriald ce caracterizeaza local si instantaneu campul magnetic
din punct de vedere longitudinal:

H="1(rt), f:Qx (tnin, tmax) — R*, QCR? (1.3)
unde r = iz + jy + kz este vectorul de pozitie , iar H = iH, + jH, + kH..
Unitatea de masurd: Amper pe metru [A /m].

Inductia magnetica

Marime fizicd vectoriala ce caracterizeaza local si instantaneu comportarea transver-
sala a campului magnetic:

B="f(r,t), f:Qx (tmin, tmax) — R?, Q CR? (1.4)

unde r = iz + jy + kz este vectorul de pozifie, iar B = iB, + jB, + kB..
Unitatea de mdsurd: Weber pe metru pitrat sau Tesla [Wb/m? = T].

1.1.2 Marimile locale ale corpurilor

In interactiune cu cadmpul electromagnetic corpurile 1si schimba starea. Pentru a
caracteriza aceastd schimbare de stare electromagnetica se folosesc urmatoarele
madrimi fizice locale (fig. 1.2):

* p - densitatea de volum a sarcinii electrice;
e J - densitatea de curent electric.

Aceste marimi caracterizeaza local si instantaneu corpurile. Pentru a caracteriza
starea unui punct din corp pe un interval de timp, cele doud marimi devin functii
de pozitie si timp, una scalara si alta vectoriala, definite pe domeniul corpului si
intervalul de timp.

Densitatea de sarcina

Marime fizicd scalard ce caracterizeaza local si instantaneu starea de electrizare
a corpurilor:

p=f(r1), (1.5)
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Figura 1.2: Marimile locale ale corpurilor

cu f 1 QX (tmins tmax) — R, Q C R3, iarr = iz + jy + k= este vectorul de
pozitie cartezian.
Unitatea de masura: Coulomb pe metru cub [C/m?].

Densitatea de curent

Marime fizica vectoriala ce caracterizeaza local si instantaneu starea electrocine-
tica a corpurilor:

J=f(r,1t), (1.6)

cuf: QX (tmin, tmax) — R3, iar r = iz + jy + k2 vectorul de pozitie cartezian.
Unitatea de masura: Amper pe metru patrat [A /m?].

1.1.3 Marimi globale ale campului electromagnetic

Fiecare marime locald defineste prin integrare pe o varietate spatiald cite o ma-
rime globald. Intensitatile campului se integreazd pe varietdfi unidimensionale
(curbe) - integrale simple, iar inductiile se integreaza pe varietdti bidimensiunale
(suprafete) - integrale duble (fig. [I.3)):

* tensiunea electrica u se obtine prin integrarea intesitdtii campului electric
E pe curbe inchise sau deschise;

* fluxul electric v se obtine prin integrarea inductiei electrice D pe suprafete;

* tensiunea magnetica u,, se obtine prin integrarea intesitatii cAmpului mag-
netic H pe curbe inchise sau deschise;
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* fluxul magnetic o se obtine prin integrarea inductiei magnetice B pe su-
prafete.

Figura 1.3: Marimile globale ale campului electromagnetic

Aceste mdrimi caracterizeaza global si instantaneu campul electromagnetic pe va-
rietdtile pe care sunt definite. Matematic ele sunt functii reale de variabila reald,
definite pe intervalul de timp al procesului considerat. Fiind asociate unor
varietati orientate, vom spune ca au sens de referinta. Schimbarea sensului de
referintd (orientarea varietdtii) determind schimbarea semnului mérimii globale.
Trebuie sd mai ludm nota de un aspect extrem de important, referitor la orienta-
rea varietdtilor, deci implicit referitor la sensurile de referintd. Acestea trebuie sa
respecte urmatoarele reguli de orientare:

 Suprafetele inchise se orienteaza intotdeauna spre exterior.

» Suprafetele deschise se orienteazd conform regulii burghiului drept, fata de
felul 1n care sunt orientate curbele lor de frontiera.

* Integralele curbilinii au elemntul tangential de linie orientat in sensul cur-
bei, iar integralele pe suprafete au elementul vectorial de arie dA = ndA,
orientat in sensul versorului n, normal, la suprafatad, care trebuie sa respecte
regulile de orientare anterioare.

Tensiunea electrica

In consecinta tensiunea electrica este 0 madrime scalara ce caracterizeazad global si
instantaneu campul electric de-a lungul unei curbe C, mérime derivatd, definitd
de circulatia lui E:

u(t):/CE(r,t)dr. (1.7)
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Unitatea de masura: Voltul [V].

Tensiunea este egald cu componenta tangentiald a intensitdtii cAmpului, mediatd
pe curba C, Tnmultitd cu lungimea curbei: u = E; ,¢q - lc.

Definitd pe curbe inchise, ea se mai numeste si tensiune electro-motoare (t.e.m.)
sl se mai noteaza cu e.

Matematic, tensiunea este o functie reald de variabila reald - timpul, asociata unei
curbe orientate (ceea ce face sd aiba sens de referintd):

u(t) = f(t), f: (tmin, tmax) = R, (1.8)

iar dacd functia este constantd, atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula U'.

Fluxul electric

Fluxul electric este o mdrime fizicd scalara care descrie global campul electric
de pe suprafata inchisa sau deschisa, este o marime derivatd, definitd de fluxul
inductiei D:

W(t) = /SD(r,t)dA. (1.9)

Unitatea de masura: Coulombul [C].

In consecintd, fluxul este egal cu componenta normali a inductiei, mediati pe
suprafata S si Tnmultita cu aria suprafetei: ¢ = D, jpeq - As.

Matematic, fluxul este o functie reala de variabild reald - timpul, asociatd unei
suprafete orientate (ceea ce face sd aiba sens de referintd):

Y(t) = f(t), f: (tmin, tmax) — R, (1.10)

iar dacd functia este constantd, atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula W.

Tensiunea magnetica

Tensiunea magneticd este o marime scalard ce caracterizeaza global si instantaneu
campul magnetic de-a lungul unei curbe C', marime derivata, definitd de circulatia
lui H:

i (1) = / H(r, {)dr. (111)
C

Unitatea de masurd: Amperul [A].

In consecinti tensiunea este egald cu componenta tangentiald a intensititii cAm-
pului, mediatd pe curba C' si inmultitd cu lungimea curbei: w,, = H peq - lo-
Definitd pe curbe inchise, ea se mai numeste si fensiune magneto-motoare (t.m.m.).
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Matematic, tensiunea magnetica este o functie reald de variabild reald - timpul ,
asociatd unei curbe orientate (ceea ce face sa aibd sens de referintd):

U (t) = f(t), [ (tmins tmax) = R, 1.12)

iar dacd functia este constantd, atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula U,,.

Fluxul magnetic

Fluxul magnetic este o marime fizica scalara, care descrie global campul magnetic
de pe suprafata .S, marime derivatd, definitd de fluxul inductiei B:

o(t) = /SB(r,t)dA. (1.13)

Unitatea de masurd: Weberul [Wh].

In consecinti fluxul este egal cu componenta normali a inductiei, mediati pe su-
prafata S si Tnmultita cu aria suprafetei: ¢ = B, meaAs.

Matematic, fluxul magnetic este o functie reald de variabila reald - timpul:

o(t) = f(t), f: (tmins tmax) = R, (1.14)

iar dacd functia este constantd, atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula .

1.1.4 Marimi globale ale corpurilor

Ca si mdrimile globale ale campului, marimile globale ale corpurilor sunt asociate
marimilor locale si sunt obtinute prin integrarea acestora pe diferite varietdti:

* ¢ - sarcina electrica se obtine prin integrarea pe domeniul corpurilor a den-
sitdfii de sarcind.

* | - intensitatea curentului electric se obtine prin integrarea pe suprafete ce
aparartin corpurilor a densitatii de curent J.

Aceste marimi sunt functii scalare de timp ce caracterizeaza global si instantaneu
starea corpurilor pe varietdtile pe care sunt definite. Deoarece este definitd pe o
varietate orientata, curentul are sens de referintd, dar sarcina nu are, fiind definita
pe o varietate neorientata.
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Sarcina electrica

Sarcina electrica este o mdrime fizica scalara, care descrie global starea de elec-
trizare a unui corp, definitd de integrala tripld, pe domeniul corpului a densitatii
de sarcina:

q(t):/Qp(r,t)dv. (1.15)

Unitatea de mdsura: Coulomb [C].

In consecinti sarcina este egali cu densitatea de sarcinid mediati pe domeniul O
si inmulfitd cu volumul domeniului: ¢ = r,,.q - Vo. Matematic, sarcina este o
functie de timp asociatd domeniului €2, definitd pe intervalul de timp al procesului
analizat:

q= f(t)v f : (tmina tmax) — R. (116)

Daca functia este constantd, atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula ().

Curentul electric

Intensitatea curentului electric, pe scurt curentul este o marime fizica scalard, care
descrie global starea electrocinetica de pe o suprafata S sau 3, definitd de fluxul
densitdtii de curent J:

it) = /5 J(r,t)dA. (1.17)

Unitatea de masura: Amperul [A].

In consecinti curentul este egal cu componenta normalid a densititii de curent
mediatd pe suprafata S si Tnmultitd cu aria suprafetei: ¢ = J,, ;neqAs. Matematic,
curentul este o functie reald de variabila reald, definita pe intervalul de timp cat
durezd procesul analizat si asociatd unei suprafete orintate (ceea ce face s aibd
sens de referinta):

i(t) = f(t), f: (tmin, tmax) = R. (1.18)

Daca functia este constantd atunci valoarea ei se noteaza cu majuscula /.

1.1.5 Recapitularea marimilor electromagnetice

Perechile de marimi globale-locale caracteristice electromagnetismului macrosco-
pic sunt sintetizate in Tabelul (I.I). Toate marimile globale sunt scalare, iar ma-
rimile locale sunt vectoriale, cu exceptia densitdtii de sarcind. Marimile locale
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Marimi locale Marimi globale
Intensitate camp electric E = t - du/ds [V /m] Tensiunea electrici u = [, Edr [V]
Intensitate cAmp magnetic H = t - dus, /ds [A/m] Tensiunea magnetici um = [ Bdr [A]
Inductia electrici D = n - d¢y/dA [C/m?] Fluxul electric ¢y = [DdA [C]
Inductia magnetici B = n - dp/dA [Wb/m?] = [T] | Fluxul magnetic p = [BdA [Wb]
Densitatea de sarcini p = dg/dv [C/m”] Sarcina electricd ¢ = [ pdv [C]
Densitatea de curent J = di/dA [A/m?] Curentul electric i = [JdA [A]

Tabela 1.1: Marimile macroscopice ale campului electromagnetic

definesc complet, analitic, atat campul cat si corpurile, in timp ce marimile glo-
bale au un caracter sintetic, descriind doar starea medie a cAmpului si a corpurilor
dintr-o multime infinitd de puncte. Cunoasterea marimilor locale determina uni-
voc, prin integrare mdrimea globald, in schimb trecerea inversa nu este univoca.
Dupa cum s-a vazut, marimile globale au valori egale cu componentele longitudi-
nale sau transversale ale campului, mediate pe varietaea de definitie si Tnmultite
cu masura varietdtii (lungime, arie sau volum, in cazul varietdtilor 3D).

Deoarece sunt destinate integrdrii pe anumite varietdfi, este evident cd marimile
locale sunt, de fapt, forme diferentiale. http://en.wikipedia.org/wiki/
Differential form. Intensititile cAmpurilor sunt forme diferentiale de or-
dinul Intéi (se integreaza pe curbe - care sunt varietdti de ordinul unu), inductiile
si densitatea de curent sunt forme diferentiale de ordinul doi (se integreaza pe su-
prafete, care sunt varietdti de ordinul doi), iar densitatea de sarcind este o forma
diferentiald de ordinul trei (se integreaza pe varietafi tridimensionale, domenii de
volum nenul). Aceastd observatie explicd de ce spunem ca intensitatea caracte-
rizeazd campul din punct de vedere longitudinal (de-a lungul curbei) iar inductia
caracterizeazd campul din punct de vedere transversal (componenta normald la
suprafatd).

Am constatat ca valorile medii ale componentelor marimilor locale pe varietdti se
pot calcula Tmpértind marimea globala la masura varietdtii. Dacd tindem aceasti
mdsurd spre zero, la limita se obtine valoarea mdrimii locale in punctul in care s-a
strins varietatea. In consecinti se poate stabil si relatia inversi, evidentiati in Ta-
belul [T.1] prin care marimile locale sunt "derivatele fizice" ale marimilor globale.
In acest caz versorii t si n, care dau orientarea mérimii locale corespund directiei
pentru care limita ce defineste derivata are valoare maxima, sau se obtin derivand
succesiv dupad axele sistemului de coordonate. Aceste relatii evidentiazd metode
de masurare pentru marimile locale, bazate pe valori ale marimilor globale, ma-
surate pe varietdti de dimensiuni foarte mici. Daca se imparte marimea globala la
masura varietdfii ei, se obtine de fapt doar o componenta a valorii medii a marimii
locale. Dacd in schimb varietatea este de dimensiuni foarte mici, atunci variatia
marimii locale pe varietate poate fi neglijatd si valoarea medie devine chiar valoa-
rea locala.
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Cele sase marimi locale, patru ale campului si doud ale corpurilor sunt marimile
primitive ale electromagentismului macroscopic. Mdrimile globale, fiind definite
ca integrale ale marimilor locale, sunt marimi derivate.

In modelarea electromagneticd bazatd pe analiza clasicd, marimile locale sunt
functii marginite, integrabile. Totusi, in practica se folosesc in modelare, de multe
ori distributii de camp, sarcind sau curent degenerate, care nu pot fi reprezntate
matematic prin astfel de functii. De exemplu, un corp de de dimensiuni neglija-
bile (puctiform) electrizat cu sarcina ¢, plasat In origine. Densitatea de sarcina
este in acest caz o functie generalizatd (o distributie) de tip Dirac:

p(r,y,2) = q6(2)d(y)d(2). (1.19)

Tot o distributie este densitatea de sarcind distribuitd uniform pe planul z = 0, cu
densitatea superficiald p, = dq/dA [C'//m?], careia 1i corespunde o densitate de
sarcina:

p(x,y, z) = psd(2). (1.20)

Folosind functii generalizate, inclusiv dostributii in locul functiilor clasice, cadrul
functional se extinde foarte mult si modelarea devine mult mai flexibila. Dar mari-
mile locale pot avea singularitdti, puncte In care marimile nu sunt marginite. Inte-
grarea marimilor locale este o operatie esentiald, nu numai in definirea marimilor
globale ci si, dupd cum se va vedea ulterior, in calculul puterii si energiei, cand
vor fi integrate pe varietdti tridimensionale, produse scalare de tipul ED, BH, JE.
Aceste operatii duc in mod natural la spatiul functiilor L? de pitrat integrabil, care
reprezintd campuri de energie finitd. Folosirea integralei Lebesgue in locul inte-
gralei Riemann aduce mai multe avantaje legate de formularea corectd a proble-
melor, existenta si continuitatea solutiei. Dar aceastd decizie schimbd complet ca-
drul functional, de la cel clasic al functiilor cuntinue si derivabile la cadrul functio-
nal modern, in care cAmpurile devin elemente ale spatiului Lebesgue L?, al a func-
tillor de pétrat integrabil http://en.wikipedia.org/wiki/Lp_space.
Elementele acestui spatiu sunt clase de echivalentd de functii egale aproape peste
tot. Lucrurile pot continua, prin introducerea spatiilor Sobolev http://en.
wikipedia.org/wiki/Sobolev_space, atunci cand generalizim notiu-
nea de derivatd sau prin folosirea teoriei distributiilor a lui Schwartz http:
//en.wikipedia.org/wiki/Distribution_ (mathematics).

In continuare vom folosi termenul de functie generalizati atat pentru distributii
cat si pentru elementele spatiilor Lebesgue, alc tuite din clase de echivalentd de
functii egale aproape peste tot.

In continuare vom considera toate mirimile ce caracterizeazi cAmpul si corpurile,
elemente ale spatiului L? (2 € R?). Avantajul constd in faptul cd acesta este un
spatiu Hilbert, cadrul natural pentru a demonstra riguros diferite teoreme, care fin
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de formularea corectd a problemeleor de camp si solutionarea lor, precum si de a
studia convergenta solutiei numerice.

Trecerea de la contextul clasic la cadrul functional modern, chiar dacd aduce multe
avantaje, cere un mare sacrificiu, si anume renuntarea la conceptul clasic de func-
tie, prin care fiecarui punct din domeniul de definitie ii corespunde o valoare din
codomeniu. Valoarea functiei intr-un punct nu mai are sens in contextul functio-
nal modern, iar conceptul de functie capdta un sens abstract.

Acesta este un sacrificiu de neacceptat pentru multi ingineri, neobignuifi cu ra-
tionamente abstracte. Acestora le popunem sa isi inchipuie ca in fiecare clasa de
echivalenta se afld un elemnt care se poate aproxima aproape peste tot, oricat de
bine cu o functie clasica, si sa adopte acea functie ca reprezentant al clasei de echi-
valentd (cum se Intampld in cazul functiilor suficient de netede). Astfel se poate
continua folosirea reprezentarilor intuitive clasice, chiar si in cadrul modern.
Deoarece integrala unui polinom sau a unei functii trigonometirce are aceeasi ex-
presie, chiar daca este de tip Riemann sau Lebesgue, putem sa nu ludm in con-
siderare diferentele Tntre conceptia clasica si cea modernd, folosind reprezentanti
clasici pentru clasele de echivalente de functii, intdlnite Tn analiza functionala. Pe
parcurs, se va vedea cd falia conceptuala dintre cel doud aborddri devine tot mai
evidentd. Dar mentinerea Tn conceptul clasic, fara trecerea pe celdlalt versant,
nu pot fi intelese sensurile profunde ale modelarii electromagnetice cu elemente
finite. Importanta acestor aspecte va fi mai clara in capitolul dedicat modeldrii
matematice.

1.2 Legile generale ale electromagnetismului

Legile unei teorii fizice sunt afirmatiile de baza referitoare la marimile primitive,
fundamentale pentru acea teorie. Deoarece aceste afirmatii au un caracter axio-
matic, ele nu se demonstreazd in cadrul teoriei, ci acestea rezultd prin inductie in-
completd, prin genralizarea observatiilor experimentale. O teorie fizica este corect
axiomatizatd, doar dacd legile ei sunt necontradictorii, independente, si complete,
atat din punct de vedere matematic cat si din punct de vederefizic.

Legile electromagnetismului macroscopic se impart in trei mari categorii:

* legile generale, ale ciror forme nu depind de corpurile in care acestea se
aplica;

* legile de material, ale cdror forme depind de substanta in care acestea se
aplica;

* legile de transfer, descriu efectele ne-electromagnetice ale campului elec-
tromagnetic.
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In continuare vor fi prezentate pe scurt legile electromagnetismului macroscopic.
Pentru mai multe detalii puteti consulta:

[69],[88]], [122], [101], [29], [10S].

In aceste lucriri veti gisi mult mai multe discutii, interpretiri, exemple, aplicatii,
inclusiv demonstratia teoremelor fundamentale, dar si a altor consecinte.

1.2.1 Legea fluxului electric

1. Enunt: Fluxul electric pe orice suprafatd inchisa este egal cu sarcina elec-
trica din domeniul interior suprafetei.

2. Forma globala - integrala:

Py =q = %DdA :/ pdvu, (1.21)
) D,

relatie valabild pentru orice domeniu &, marginit de frontiera sa ¥ = 0.

3. Forma locala:

VD =p & divD = p, (1.22)

este o consecintd directd a relatiei transformatd prin relatia Gauss-
Ostrogradski.

Forma generali a legii este cea globald. In sensul matematicii clasice, relatia
(1.22) se poate aplica doar daca D este o functie continua si derivabild, altfel
nu are sens divergenta. In schimb, relatia este valabild si Tn cazul
campurilor discontinue.

4. Forma pe suprafete de discontinuitate:
La trecerea prin suprafete de discontinuitate (de la un corp la altul) compo-
nenta normald a inductiei electrice are saltul:

div,D = Ps < Nyg- (D2 — Dl) = ps = D1 =D, (1.23)

si se conservd, dacd suprafata este neelectrizata (p; = 0). Relatia
este o consecintd directa a relatiei (I.21), aplicatd pe un domeniu cilindric
care tinde cdtre un punct de pe suprafata de discontinuitate.

Cele doua forme: locala si pe suprafetele de discontinuitate au semnificatii
diferite n cazul folosirii functiilor clasice, dar in cazul folosirii functiilor
generalizate, relatia (1.23) este un caz particular al relatiei (1.22)).
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5. Semnificatie fizica:
Orice corp electrizat (p # 0) produce in vecintdtatea sa un camp electric
(D # 0). Legea evidentiaza o cauza a campului electric i anume electriza-
rea corpurilor.

6. Consecinta calitativa (forma si orientarea liniilor cAmpului electric):
Liniile cdmpului inductiei electrice D sunt curbe deschise, ce pornesc de

pe sarcinile pozitive si se opresc pe cele negative. Ele sunt neintrerupte in
domeniile neutre.

Figura 1.4: Legea fluxului electric

1.2.2 Legea fluxului magnetic

1. Enunt:Fluxul magnetic oy, printr-o suprafata inchisa oarecare 3 este nul.

2. Forma globala - integrala:

s =0 = f BdA = 0. (1.24)
by

3. Forma locala:
Se aplica teorema Gauss-Ostrogradski relaiei (1.24), se tine seama cé vo-
lumul vy;, este arbitrar si rezulta:

VB=0 & divB=0. (1.25)
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4. Forma pe suprafete de discontinuitate:
Ca si in cazul anterior:

d’iUSB =0 & o - <B2 — Bl) =0 = Bnl = BnQ- (126)

Componenta normald a inductiel magnetice se conserva la trecerea prin
orice suprafatd de discontinuitate.

5. Semnificatie fizica:
O consecintd imediata a acestei legi este faptul cd nu existd sarcini magne-
tice (adevarate), similare celor electrice.

6. Consecinta calitativa:
Liniile inductiei magnetice sunt curbe continui, inchise - care nu au punct
de inceput sau de sfarsit.

Figura 1.5: Legea fluxului magnetic

1.2.3 Legea inductiei electromagnetice

1. Enunt:Tensiunea electricd de-a lungul unei curbe inchise I' este egald cu
viteza de scadere 1n timp a fluxului magnetic printr-o suprafatd S care se
sprijina pe curba I'.

Ipoteza Hertz: curba I' si suprafata Sr sunt antrenate de corpuri in migcarea
lor. In consecinti inductia electromagneticd poate fi de transformare si/sau
de miscare.
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2. Forma globala - integrala:

up = —3Pse j[Edr _ 4/ paa, (1.27)
dt . dt Js,

in care suprafata St este arbitrard iar [ este frontiera sa.

3. Forma locala:
Pentru corpuri imobile (v = 0), transformand relatia (1.27) cu formula lui
Stokes se obtine ecuatia vectoriald cu derivate partiale:

VXE:—a—B & rotE = B

——. 1.2
ot ot (1.28)

cunsocutd sub numele de a doua ecuatie a lui Maxwell.

In sens calsic, aceastd ecuatie are sens doar daca E are variatie spatiald
continua si neteda iar B are variatie temporala derivabila. Aceste restrictii
dispar, dacd se opereazd cu ditributii http://en.wikipedia.org/
wiki/Distribution_ (mathematics).

In cazul mediilor in miscare, legea inductiei electromagnetice are o forma
mai complicata:

rotE = —88—]? —rot(B x v), (1.29)

1n care intervine viteza locald a mediului v. Demonstarea formelor locale se
face transforméand li cu relagia lui Stokes si identificand integranzii. In
mediile mobile se calculeaza "derivata de flux", conform ipotezei lui Hertz.

4. Forma pe suprafete de discontinuitate:
O altd consecintd a relatiei (1.27]) referitoare la intensitatea campului electric
de o parte si alta a unei suprafete de discontinuitate este

T'OtsE =0 & nio X (EQ — El) = O, (130)
sau echivalent:
Ey = Ey, (1.31)

relatie care afirma continuitatea componentei tangentiale a intensitdtii cam-
pului electric la trecerea printr-o suprafatd de discontinuitate.

5. Semnificatie fizica: Variatia In timp a cAmpului magnetic induce un cadmp
electric, fenomen cunoscut sub numele de inductie electromagnetica. Este
pusa 1n evidenta astfel o a doua cauza posibild a campului electric.


http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)
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6. Liniile cAampului electric indus: sunt curbe inchise, inconjoard campul
magnetic inductor, sensul lor depinde de sensul liniilor cAmpului magnetic
inductor si de modul de variatie al acestuia in timp. Campul electric indus de
un camp magnetic descrescator 1n timp are sensul dat de regula burghiului
drept si este opus in cazul campului inductor crescator.

Figura 1.6: Legea inductiei electromagnetice

In baza ipotezei lui Hertz, inductia electromagnetici poate fi de transformare (in
absenta miscdrii) si/sau de miscare (poate sd apard si in cimpuri magnetice con-
stante Tn timp).

1.2.4 Legea circuitului magnetic

1. Enunt: Tensiunea magnetica de-a lungul unei curbe inchise I" arbitrare este
egald cu suma dintre curentul printr-o suprafata ce se sprijina pe curba I si
viteza de crestere n timp a fluxului electric prin acea suprafatd. Ipoteza lui
Hertz se aplica si in acest caz.

2. Forma globala - integrala:

-, Ay,
ml = ; 1.32
Upr = 15 + a (1.32)
relatie numitd forma globald a legii, sau forma integrala a legii:
d
fHdr = / JdA + — DdA, (1.33)
r Sr dt /s,

relatii valabile pentru o suprafatd arbitrard St, marginitd de frontierasa I’ =
0Sr.
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3. Forma locala:
Utilizand teorema lui Stokes, aplicata relatiei (1.33)) se obtine in cazul me-
diilor imobile ecuatia cu derivate partiale, liniara si de ordinul intai
oD oD

H= — H = — 1.34
V X J+(‘3t & rot J+8t (1.34)

cunsocutad sub numele de prima ecuatie a lui Maxwell.
In cazul mediilor in miscare, forma locald este:

D
rotH:J+%—t+pv+rot(va), (1.35)

obtinutd 1n baza ipotezei lui Hertz, folosind derivata de flux. Daca se fo-
loseste teoria distributiilor, forma locald este la fel de generald ca si forma
globala.

4. Forma pe suprafete de discontinuitate:
Dacd pe suprafatd existd o distibutie de curent superficial cu densitatea
Js[A/m)], atunci:

rot, H=J, < njy X (Hg—Hl) =J. (136)
iar daca J, = O:
H,, = Hy,, (1.37)

care afirmd continuitatea componentei tangentiale a cAimpului magnetic la
trecerea printr-o suprafatd de discontinuitate, care nu este panza de curent.

5. Semnificatie fizica: Aceastd lege evidentiaza cauzele cAmpului magnetic:
curentul electric de conductie si variatia in timp a campului magnetic (cu-
rentul de deplasare). Liniile cAmpului magnetic sunt curbe inchise care in-
conjoara liniile curentului inductor si au sensul dat de regula burghiului
drept.

Fenomenele fundamentale descrise de cele patru legi generale sunt reprezentate
simbolic in (fig. [L.8).

Deoarece conform ecuatiilor lui Maxwell, inductiilor elctrice/magentice li se
aplicd operatorul divergentad iar intensitdtilor campurilor electrice/magentice li se
aplicd operatorul rotor, trebuie ca fiecare sa indeplineasca conditii de continuitate
si netezime specifie. La trecerea prin suprafetele de discontinuitate, inductia tre-
buie sa-si conserve componenta normald iar intensitatea isi conserva componenta
tangentiala. Dupd cum se va vedea ulterior aceste restrictii se mentin si in cazul
lucrului cu functii generalizate, fiind deci caracteristici fundamentale ale compo-
nentelor campului electromagentic.
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Figura 1.8: Reprezentarea simbolicad a legilor generale

1.3 Legile de material

Legile de material, in numar de trei, completeazd legile generale, specificand exis-
tenta anumitor relatii constitutive Tntre marimile locale ale campului electromag-
netic. Spre deosebire de legile generale, ale caror forme generale erau cele glo-
bale, in cazul legilor de material se va vedea ca formele lor generale sunt formele
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locale.

1.3.1 Legea legarturii intre D si E

1. Enunt: Inductia electrica dintr-un punct din spatiu depinde de intensitatea
campului electric din acel punct. Forma concreta a dependentei este functie
de substanta in care se afla punctul.

E goK
Figura 1.9: Definitia polarizatiei

2. Forma generala (locala) a legii:
D=f(Er), f:R*xQ— R’ (1.38)

in care f este o functie vectoriald de doud variabile vectoriale numita carac-
teristicd dielectricd, dar in cazul general, in care cAmpul variaza in timp, f
poate fi un operator. Daca nu are loc variatia dupa r, atunci avem un mediu
dielectric omogen.

3. Forme locale particulare:

(a) In vid:
D = 5E, (1.39)

in care ¢p & 5o se numeste permitivitatea vidului si este o
constantd universald. Pentru valoarea exactd vedeti (http://en.
wikipedia.org/wiki/Vacuum_permitt ivity).in consecintd,
inductia si intensitatea campului elctric sunt coliniare si proportionale,
fiind suficientd doar una dintre cele doua mérimi vectoriale pentru a
caracteriza complet campul elctric dintr-un punct din vid.


http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuum_permittivity
http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuum_permittivity

34CAPITOLUL 1. ASPECTELE FIZICE ALE MODELARII ELECTROMAGNETICE

(b) In dielectrici liniari izotropi:

D=cE; ¢ = £ = £ = £9&,. (1.40)
€o

Acesgtia sunt caracterizati de constanta de material ¢,, marime fizica
scalard, adimensionald, numitd permitivitatea relativa a mediului. Cor-
purile omogene au o valoare constantd a permitivitdtii, In schimb in
corpurile neomogene permitivitatea depinde de punct. Din punct de
vedere matematic aceste corpuri sunt caracterizate de functia reald de
varibild vectoriald: ¢, = f(r) : Q@ — R, definitd pe domeniul corpu-
lui.
In modelarea electromagnetici se intilnesc doudl cazuri degenerate:
mediul anelectric, la care se presupune € = 0 < D = 0 si dielectri-
cul perfect,lacare ¢ -+ 00 < E = 0.

(¢) In dielectricii liniari anizotropi:

€11 €12 €13
D= gE; £ = €91 €29 E23 . (141)
€31 €32 €33

Acestia sunt caracteizati de marimea fizica £, numita tensorul permi-
tivitatii (relative/ absolute). Acest tensor este descris intr-un sistem de
referinta cartezian de o matrice patrata de dimensiune 3 x 3, simetrica
si pozitiv definitd. Matricea este diagonalizatd, dacd axele sistemului
coincid cu directiile proprii ale tensorului.

(d) In corpurile polarizate permanent se foloseste modelul afin - aproxi-
mare de ordinul unu a functiei (1.38]):
D =ZE + P, (1.42)

obtinutd prin truncherea seriei Taylor a functiei f doar la primii doi

.....

finit ca matricea Jacobian a functiei f, iar P, = f(0) este o matrice
vectoriald numitd polarizatie permanentd.

4. Semificatii fizice:
Polarizatia P [C/m?] este o mérime derivatd definitd de relaia (fig. [1.9):

P=D-cE=f(E)—sE=P,(E)+P, (1.43)

in care P, = f (0) este polarizatia permanentd, iar P, (E) = P — P, =
f (E) — f(0) este polarizatia temporard. Aceste mirimi fizice descriu fe-
nomenul de polarizare permanentd - prin care electretii devin sursa de camp
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electric si respectiv fenomenul de polarizare temporard - prin care dielectri-
cii perturba campul in care se afla.
In medii liniare:

P,=0,P=P,=cox.E, D=¢co(1+x.) E=¢, =1+ x.. (1.44)

In care y. - se numeste susceptivitate dielectricd si caracterizeazi capaci-
tatea corpului de a se polariza temporar (sub actiunea campului electric).
Marimea globald asociatd polarizatiei este momentul electric definit ca in-
tegrala magnetizatiei pe volumul corpului:

pP= / Pdv [Cm]. (1.45)
Q

In practicd cel mai des folosit este modelul afin si cazurile lui particu-
lare - mai ales modelul liniar si izotrop (I.40) pentru modelarea electretilor.
Campul electric produs de un electret neincdrcat cu sarcind are liniile in-
ductiei D curbe Inchise (orientate in interiorul corpului n sensul polariza-
tiei sale permanente) si liniile intensitatii E curbe deschise, identice cu cele
ale lui D in exteriorul corpului si opuse (depolarizante) in interior. Corpu-
rile dielectrice liniare introduse Tn camp electric perturbad liniile cAmpului,
atragandu-l in interiorul lor, cu atat mai mult cu cat au permeabiliate mai
mare. Inductia D, care are liniile ce camp curbe inchise creste in interirorul
corpului, dar scade in exterior. In schimb, intensitatea campului electric E,
scade atat 1n interior, cat si in exterior.

5. Forma globala a legii in camp uniform:
Fluxul electric ce strabate un corp cilindric omogen de lungime [ si aria
bazei A, depinde de tensiunea de-a lungul sau astfel:

Y =A- f(u/l). (1.46)

In cazul particular al dielctricilor liniari, dependenta ¢/ — u este tot liniari:

) = As% = Cu. (1.47)

cu C = Ae/l. O relatie aseméndtoare este valabild si in cazul general al
unui tub de flux, sau al unui corp de forma arbitrard cu doud borne echi-
potentiale disjuncte. Acesatd relatie evidentiaza o metoda de masurare a
permeabilitdtii unui mic esantion cilindric, masurdnd marimile globale u si

b



36CAPITOLUL 1. ASPECTELE FIZICE ALE MODELARII ELECTROMAGNETICE

6. Forma pe suprafete de discontinuitate - refractia liniilor de camp:
La trecerea printr-o suprafatd de discontinuitate, care separd mediile cu per-
mitivitatile €1 §i £, linia de camp a inductiei electrice se frange cu unghiu-
rile fatd de normald o si aw, care satisfac relatia:
tgoy €1

= —. (1.48)
tgao €9

Demonstratia acestei relatii ce descrie refractia liniilor de camp electric
este o consecintd imediatd a conservarii componentei normale a inductiei si
a componentei tangentiale a intensititii cAmpului. In particular, daci unul
din medii este degenerat, €; — 0 sau £y — 00, atunci linia de cadmp face
cu suprafata acelui mediu unghiul oy — 7/2 si respectiv ay — 0. in
consecintd, liniile de camp sunt perpendiculare pe dielectricii perfecti si se
preling pe la suprafata corpurilor anelectrice.

1.3.2 Legea legaturii intre B si H

1. Enunt: Inductia magnetica dintr-un punct din spatiu depinde de intensitatea
magneticd din acel punct. Forma concreta a dependentei este functie de
substanta 1n care se afld punctul.

1M

H toH

Figura 1.10: Definitia magnetizatiei

2. Forma generala (locala) a legii:
B=f(Hr), f:R*xQ— R (1.49)

in care f este o functie vectoriald de doud variabile vectoriale, numita ca-
racteristicd de magnetizare, dar in cazul general, Tn care cAmpul variaza in
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timp, f poate fi un operator, iar in cazul particular al mediilor omogene, va-
riabila r nu mai apare.

In cazul mediilor cu histerezis, se sabileste o relatie neliniari intre modul de
variatie in timp al intensitdtii cAmpului magnetic H si modul 1n care variaza
in timp inductia B.

3. Forme locale particulare:

()

(b)

(©)

In vid (si medii nemagnetice):
B = uoH, (1.50)

in care pp = 47r10_7% se numeste permeabilitatea magneticd a vidu-
lui si este o constanti universali. In consecint, inductia si intensitatea
campului magnetic sunt coliniare si proportionale, fiind suficientd doar
una dintre cele doua marimi vectoriale pentru a caracteriza complet
campul magnetic dintr-un punct din vid.

In medii liniare si izotrope:
B = pH; urzuﬂ;w:uour- (1.51)
0

Acestea sunt caracterizate de constanta de material ., marime
fizica scalard, adimensionald, numita permeabilitatea magneticd
relativd a mediului. Corpurile omogene au o valoare constantd
litatea depinde de punct. Din punct de vedere matematic aceste
corpuri sunt caracterizate de functia reald de variabild e, = f(r) :
2 — R, definitd pe domeniul corpului.

Cazurile degenarte intalnite in modelare sunt materialele amag-
netice, la care y = 0 < B = 0 si mediul feromagnetic perfect,
lacare p =+ o0 < H=0.

In medii anizotrope:
_ ~ M1 M1z H13
B=uH; p=| po1 po2 fpo3 |- (1.52)
H31 H32 33

Acestiea sunt caracteizate de marimea fizica g numita tensorul per-
meabilitatii (relative/ absolute). Acest tensor este descris intr-un sis-
tem de referinta cartezian de o matrice patrata de dimensiune 3 x 3,
simetrica si pozitiv definitd, notatd si cu ;. Matricea este diagonalizata
dacd axele sistemului coincid cu directiile proprii ale tensorului.
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(d) In magneti permanenti se foloseste modelul afin:
B=1uH+1, (1.53)

obtinut prin aproximarea caracteristicii neliniare de magnetizare
cu trunchierea de ordin intai a seriei Taylor a functiei f.

Tensorul 7z reprezentat de matricea Jacobian a caracteristicii neliiniare
de magnetizare este permeabilitatea dinamicd initiald (in origine) a
mediului, iar I, = f(0) = B,, se numeste polarizatia magneticd sau
inductia remanentd. De multe ori in locul lui este preferatd marimea
Mp = 1L,/ 1o numita magnetizatie permanentd.

(e) in general:

B
B=yH+M) = M=— —H=M,(H) +M,,
Ho (1.54)
f(0)
M, = —.
Ho

(f) Iar Tn medii liniare:

M=0, M =M, (H)x,H,;

(1.55)
B=u(l+xn)H = i =1+xn

In care y,, se numeste susceptibilitate magnetica.
Relatia B = 1o (H 4+ M) defineste o noud marime fizicd, care descrie
fenomenul de magnetizare. Aceasta este M = (B/u) — H, o marime
fizica vectoriala locald, numitd magnetizatie. Cu toate cd in definitia
ei s-au folosit marimi ale campului, rezultatul este totusi o marime
caracteristica corputilor (Fig. [[.10). Mirimea globald asociatd mag-
netizatiei este momentul magnetic, definita ca integrala magnetizatiei
pe domeniul corpului:

m:/Mdv [A/m?. (1.56)
Q

Ea este o marime vectoriald globald si instantanee, care descrie starea
globald de magnetizare a unui corp.

4. Semificatia fizica:
Legea descrie fenomenele de magnetizare permanentd - sursa de cAmp mag-
netic si magnetizarea temporard, datoritd cdreia campul magnetic este per-
turbat de prezenta corpurilor magnetizabile.
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5. Forma globala a legii in camp uniform:
Fluxul magnetic ce strabate un corp cilindric omogen de lungime [ si aria
bazei A depinde de tensiunea de-a lungul sdu astfel:

in cazul particular al corpurilor liniare, dependenta ¢ — wu,, este tot liniara:
U,
p = Au—= = Lun. (1.58)

cu L = Au/l. Acesatd relatie evidentiaza o metoda de determinare expe-
rimentald a permeabilitafii unui mic esantion cilindric, masurand méarimile
globale u,, si ¢.

6. Forma pe suprafete de discontinuitate - refractia liniilor de camp:
La trecerea printr-o suprafata de discontinuitate, care separd mediile cu per-
meabilitatea 141 si po, linia de camp a inductiei magnetice se frange cu un-
ghiurile fata de normala o si oo, ce satisfac relatia :

lgon _ a2
tgos  po

(1.59)

Demonstratia este o consecintd imediata a conservarii componentei normale
ainductiei si a componentei tangentiale a intensititii cAmpului. In particular
dacd unul din medii este degenerat, 4y — 0 sau p; — 00, atunci linia
de camp face cu suprafata acelui mediu unghiul oy — 7/2 si respectiv
o, — 0. In consecinti liniile de cAmp sunt perpendiculare pe materialele
perfect magnetice si se preling pe la suprafata corpurilor amagnetice.

Dacd addugdm marimile derivate M, m, P, p la cele introduse 1n capitolul (1.1),
obtinem un sistem de opt mdrimi locale si opt marimi globale, din care jumadtate
caracteristice campului si jumadtate caracteristice corpurilor. Din cele 16 marimi,
doar 6 sunt primitive, iar celelalte sunt derivate. In diferite variante ale prezentirii
teoriei electromagnetismului macroscopic se considerd diverse marimi din cele
16 ca fiind primitive, rezultatul fiind In cele din urma acelasi, obtinandu-se teorii
echivalente. In consecinti, nu are prea mare relevanti prectici, care sunt cele sase
mdrimi primitive ale electromagnetismului si pe care le consideram derivate.

1.3.3 Legea conductiei

1. Enunt:Densitatea de curent dintr-un punct depinde de intensitatea curentu-
lui din acel punct. Forma concretd a dependentei este functie de substanta
in care se afld punctul.
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2. Forma generala (locala) a legii:

J=f(E7r), f:R*xQ— R} (1.60)

in care f este o functie vectoriald de doud variabile vectoriale, dar in cazul
general in care campul variaza 1n timp, f poate fi un operator.

3. Forme locale particulare:

(a) In vid:
J=0. (1.61)
(b) In conductoare liniare izotrope:

J=0E & E=p], (1.62)

in care o [2] se numeste conductibilitatea electricd. Mirimea in-

versd conductivitdtii este rezistivitatea electricd, cu simbolul p si uni-
tatea de masurd [(2 - m]. Cazurile degenerate sunt izolatorul perfect
o =0 & J = 0 si conductorul perfect, sau supraconductorul:
p=0< E=0.

(c) In conductoare liniare anizotrope:
J =GE. (1.63)

Acestia sunt caracteizati de marimea fizicd ¢ numita tensorul conduc-
tivitatii. Acest tensor este descris Tntr-un sistem de referintd cartezian
de o matrice patrata de dimensiune 3 X 3, simetrica si pozitiv definita.
Matricea este diagonalizatd dacd axele sistemului coincid cu directiile
proprii ale tensorului.

(d) In corpuri cu cAmp imprimat se foloseste modelul afin de dependenta
intre J si E:

E+E, =p)] & J=0(E+E;) =0cE+1J,. (1.64)

4. Semnificatie fizica:
Legea evidentiaza faptul ca starea electrocinetica se datoreazda campului
electric si ca In corpurile cu cAmp imprimat (din diferite cauze: termice,
mecanice, chimice, cum se intdmpla in cazul bateriilor si acumulatoarelor)
apare un camp electric generat de cauze ne-electrice.
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5. Forma pe suprafete de discontinuitate - refractia liniilor de camp:
La trecerea printr-o suprafata de discontinuitate, care separa mediile cu per-

.....

a1 $1 aw, ce satisfac relatia ::

i (1.65)

tgawn 09

In particular dacd unul din medii este degenerat, 0y — 0 sau o7 — 00,
atunci linia de cAmp face cu suprafata acelui mediu unghiul oy — 7/2 si
respectiv .y — 0. Linia de curent cade perpendicular pe conductoarele
perfecte si se prelinge pe suprafetele corpurilor izolante.

Cel mai adesea in modelarea elctromagnetica se foloseste forma liniard a legii
conductiei. Un mediu liniar este carcterizat complet din punctul devedere al para-
metrilor electromagnetici de material de trei constante de material: permeabilitaca
€, permitivitatea . si conductivitatea o.

1.4 Legile de transfer

1.4.1 Legea transferului de energie in conductoare

1. Enunt: Densitatea de volum a puterii transferate de camp conductoarelor in
stare electrocineticd este egala cu produsul scalar intre intensitatea campului
electric si densitatea curentului electric de conductie.

2. Forma locala:
p=EJ. (1.66)

Mérimea p misuratd in [W/m?] este o mrime fizicd scalard, locald si in-
stantanee ce descrie transferul de putere.

3. Forma globala:

P:/de:/EJdU. (1.67)
Q Q

Forma globali a legii dd valoarea puterii P [W] transferatd de cAmp unui
corp intreg, fara sa arate cum este distribuitd disiparea de energie. Pentru
a realiza o modelare precisd, de exemplu a distributiei temperaturii intr-un
corp conductor parcurs de curent, trebuie folositd forma locald a legii, care
este forma generala.
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4. Semnificatie fizica: Aceastd lege descrie efectul caloric al starii electroci-
netice. In cazul mediilor conductoare liniare, deoarece densitatea de putere
este pozitivd, transferul de putere are loc ireversibil, de la camp la corp:

p=JE=pJ* >0. (1.68)

1.4.2 Legea transferului de masa (a electrolizei)

1. Enunt: In procesul de conductie are loc un transfer de masd cu densitatea
fluxului de masa proportionala si coliniard cu densitatea de curent.

2. Forma locala
0 =kJ (1.69)

in care k este neglijabil n metale si este egal cu coeficientul electrochimic
in electroliti.

A
b= (1.70)

A este masa atomicd, n este valenta elmentului depus la electrod si ' =
96485, 3365C /mol este numdrul lui Faraday.

3. Forma globala: Debitul masic depus prin fenomenul de electroliza este in
consecinta:

Q= / kIdA, (170
>

in care X este suprafata anodului, iar masa totald depusa in intervalul (¢, )

este
[2)
m:/ /deAdt. (1.72)
t1 S

In particular, daci k = ct. si J nu depinde de timp:
m = klt, (1.73)
in care t = t, — ty, iar

I= / JdA (1.74)
S

este curentul ce strabate cuva electrolitica.
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4. Semnificatie fizica: legea descrie fenomenul de electroliza.

Forma globala a legii indica masa totald depusa prin elctrolizd dar nu si lo-
cul in care este aceasta depusd. Daca se doreste calculul grosimii stratului
depus prin electroliza trebuie aplicatd forma locald a legii, care este forma
generala.

Dupa cum se constanta, legile campului electromagnetic nu pun in evidentd
in mod direct efectele mecanice ale acestui camp. Ele pot fi totusi determi-
nate folosind teoremele campului electromagnetic, ale caror demonstratie
se bazeaza pe legile prezentate.

1.5 Teoremele de conservare

1.5.1 Teorema conservarii sarcinii

1. Enunt: Curentul electric ce pdrdseste orice suprafatd inchisa este egal cu
viteza de scddere a sarcinii din domeniul interior suprafetei. Si de aceasta
datd se aplicd ipoteza lui Hertz, conform careia, curbele si suprafetele sunt
antrenate de corpuri Tn miscarea lor.

2. Forma globala/integrala:

_ Jaa = - & dv. 175
> a o dt /7" (1.75)

Prima relatie este forma globala a legii iar a doua este forma sa integrald.

3. Forma locala pentru medii imobile:
VI=—— & div) =—— (1.76)

Se obtine din relatia lb prin aplicarea relatiei lui Gauss. In medii mobile:

_9p
ot

V(J+pv):—@ & div(J+pv) =

5 1.77)

se tine cont de derivata substantiala.

Vectorul Jv = pv este densitatea curentului de convectie a sarcinii. Daca
notdm cu Jd = dD/dt densitatea curentului de deplasare, rezultd ca suma
celor trei curenti: de conductie, de convectie si de deplasare are intotdeauna
divergenta nuld, fiind deci un cAmp solenoidal.
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4. Forma pe suprafete de discontinuitate:

. 0ps Ops
divg = — & Jo—Jy)=——F. 1.78
(34 o1 ny (Jo 1) ot ( )
In cazul particular in care suprafata nu este electrizata, p, = 0:
It = Jn2, (1.79)

ceea ce evidentiazd conservarea componentei normale a densitifii de curent
la trecerea prin suprafetele de discontinuitate ne-elecrtizate.

5. Semnificatie fizica:
Intre curent si sarcina existd o foarte strinsi legatura. Sarcina se conservi
sau migreaza sub forma de curent. Linile de camp ale densitdtii totale de
curent (convectie plus deplasare plus convectie ) sun curbe inchise, deci
acesta se conservi. In regim stationar, aceasti concluzie este valabili pentru
curentul de conductie, deoarece ceilalti doi curenti sunt oricum nuli.

1.5.2 Teorema energiei electromagnetice

1. Enunt: Puterea transferatd de campul electromagnetic unui domeniu prin
frontiera acestuia este egald cu puterea transferatda corpurilor din domeniu
plus viteaza de crestere a energiei campului electromagnetic din domeniu:

oW
Py =P, — 1.80
b D, + 8t ( )
2. Forma locala in medii imobile:
OWem
—divS = 1.81
) P+ 5 ( )

este o consecintd patratica a legilor cAmpului electromagnetic, fi formele lor
locale. Mai exact, prima ecuatie a lui Maxwell (2.34) amplificata in produs
scalar cu E se adund cu a doua ecuatie a lui Maxwell (2.28) amplificata tot
in produs scalar cu —H. In consecint, in medii liniare imobile, termenii au
expresiile:

* S = E x H - este vectorul Poynting, mésurat in W/ m?;

* p = EJ - este densitatea de volum a puterii transferatd de cAmp cor-
purilor, se mi sorard in W /m?;
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* Wenm = We + Wy, este densitatea de volum a energiei electromagnetice,
misuratd in J/m?;

* w, = DE/2 este densitatea de volum a energiei electrice, masurata in
J/m3;

* w,, = BH/2 este densitatea de volum a energiei magnetice, masurat
in J/m?.

Forma globald a teoremei rezultd prin integrarea formei locale pe domeniul
corpului, deci:

* Py =— [ SdA este puterea transferatd prin suprafata domeniului,
¥=0D
orientatd conventional de la exterior spre interior, masuratd in W;

* P= [pdv = [J-Edv este puterea transferati corpurilor din dome-
D D
niu, masurata in W;

¢ Wem = [pwemdv = [ (BB +BH)dv = W, + W, este energia

campului electromagnetic din domeniu, masuratd in J.

In cazul mediilor neliniare, densitatea de energie electricd si cea magnetica
au expresiile:

D D _4
we = / EdD’ = / f(D')dD;
’ B
0

’ s (1.82)
-1
Wy, = | HAB' = / 9 (B')dB".
0

Daca mediile sunt in miscare, atunci in energia transferatda corpurilor in-
tervine si lucrul mecanic efectuat de acestea ca urmare a deplasarii, sub
actiunea fortelor de naturi electricd si magneticd. In aceste coditii, in acord
cu principiul intéi al termodinamicii:

dWenm, AWen,

- dt - mec+Pcond+PE = Pmec:_ dt _Pcond_PE:def
AWem
:def/f-VdU:— 3; —/ E-JdV—% (EXH)-ndS: (1.83)
D Ds, 5
D E? B H?

/ (_E'a_ L Eoel 9B H 0u )dV.

Dx, ot U=ct. 2 0t U=ct. ot P=ct. 2 0t d=ct.
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Identificand termenii, rezultd densitdtile volumetrice de forta electricad si
magneticd

E? E?
f=f.+f,=pvE— — (grad ¢) + grad —T—ag +

2 2 Ot
(1.84)

H? H? o
+JxB-— 5 (grad p) + grad (775)

Aceasta expresie pune 1n evidenta urmdtoarele forte cu care campul electro-
magnetic actioneaza asupra corpurilor liniare: Coulomb (datorata electriza-
rii), datorata polarizatiei temporare, de electrostrictiune, Laplace (datoratad
curentului electric), datoratd magnetizatiei temporare si de magnetostric-
tiune.

Ca o consecintd a teoremei energiei electromagnetice Tn medii neliniare,
rezultd si expresiile fortelor generalizate de naturd electricd i magnetica
exercitate asupra unui sistem cu n grade de libertate:

oW, OWp,
Xke = - p) ) ka = - P
ows ow: '
Xke = 9 < ; ka = 9 o
Lk U =ct. Lk I =ct.

in care s-a notat cu X}, forta generalizatd (componetd a fortei masuratd in N,
momentul fortei misurat In N'm sau presiune mdsuratd in N/m?) cu care
campul electromagnetic actioneaza asupra sistemului, cu xjs-a notat coor-
donata generalizatd asociatd (masurata in m, radiani respectiv m?), pentru
k =1,2,..,n. S-a notat cu W, , W, energia electricd, respectiv magneticd a
sistemului, si cu W* s-a notat co-energia, adicd integrala densitatii de coe-
nergie, definitd astfel:

E H
w, = / DdAE; w,, = / BdH'. (1.86)
0 0

In prima teoremi a fortelor generalizate, se deriveazi energia total, in con-
ditiile In care fluxurile magnetice ® si sarcinile electrice Q nu variaza, iar in
a doua teorema a fortelor generalizate, se deriveaza coenergia, in conditiile
in care tensiunile electrice U si curentii / sunt constanti.

1.5.3 Teorema impulsului electromagnetic. Tensorul lui Ma-
xwell
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1. Enunt: Viteza de variatie a impulsului electromagnetic al unui domeniu
este egala cu fluxul tensorului tensiunilor lui Maxwell pe frontiera domeni-
ului minus forta totald, cu care campul electromagnetic actioneaza asupra
domeniului.

2. Forma globala:

aG}em
= ¢ T,, ndS—-F., 1.87
5t j{ n (1.87)
>
3. Forma locala:
83;’” = div(T o) — fom (1.88)

in care: g., = D x B, misurat in Ns/m? este densitatea de volum a
impulsului electromagnetic;

Gem = | Dy, Bemdv = | by, D % Bdv misurat in N's este impulsul electro-
magnetic total;

%em :%e +%m +%es +%msa
%e :E/\DT—wj;
— o T =
T, =HAB w1, (1.89)
T, 1, om
ms — 4—/T 7,
2 Or
= TEQ Oe
es —A—/—T 7=
2 0T

este fensorul tensiunilor maxwelliene, cu o componenta electrica, una mag-
neticd, una de electrostrictiune si a patra de magnetostrictiune. Aici inter-
vine produsul diadic a doi vectori (notat cu ") si I- tensorul unitar, repre-
zentat de matricea unitate 3 x 3. In final se obtin urmitoarele componente
ale tensorului tensiunilor lui Maxwell:

_ E,D,— 22  E,D, E.D,
T, = E,D, ED,-E2  ED, (1.90)
E.D, E.D, E.D, — 2P
cu‘%en :E'T:we.
_ H,B, — 21 H,B, H,B.
T, = H,B, H,B,— 21 H,B, (1.91)

H.B, H.B,  H.B,—ZoH
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cu ‘Te n‘ =BH = w,,.

Iar tensorii de strictiune sunt diagonali.

In consecinti, in regim stationar, forta electromagnetici ce se exerciti asu-
pra unui domeniu este egald cu fluxul tensorului tensiunilor maxwelliene pe

suprafata acelui domeniu:

F., = ]{ T, -ndS (1.92)
by

In practici, aceasti relatie se aplici la viteze mici si in regim variabil, de-
oarece de obicei, viteza de variatie a impulsului electromagnetic este ne-
glijabild. in cazul unui tub de flux, cAmpul electric/ magnetic actioneazi
asupra lui cu o presiune egala cu densitatea de volum a energiei electrice/-
magnetice. Aceastd presiune tinde sd apropie liniile de camp (comprima
domeniul, transversal pe liniile de cAmp) si sd le alungeasca (extinde dome-
niul de-a lungul liniilor de camp).

Forma locala a teoremei impulsului electromagnetic este o consecintd pa-
traticd a legilor campului electromagnetic, in formele lor locale. Mai exact,
prima ecuatie a lui Maxwell (I1.34) amplificatd in produs vectorial cu D se
adund cu a doua ecuatie a lui Maxwell (I.28) amplificatd in produs vectorial
cu-B [83].

Exprimarea fortelor prin intermediul tensorului tensiunilor maxwelliene are im-
portantd practicd dar si teoreticd. Ea arata cd odatd calculat campul electromagne-
tic din jurul unui corp, acesta determind fortele electromagnetice totale, asupra sa
si ca pentru calculul lor nu este necesara cunoasterea campului din interiorul cor-
pului. Totusi pentru a determina felul in care se distribuie actiunile ponderomo-
toare in interiorul corpului trebuie cunoscutd distributia volumetrica a campului
electromagnetic CITARE: A. Bossavit [16].

1.6 Sinteza: relatii cauzale - fenomene electromag-
netice fundamentale

Legile capului elctromagnetic au urmatoarea forma locald in medii imobile, cu
caracertistici afine de material:

1. VD =p
2. VB=0

_ __ 0B
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4. VxH=J+%2
5. D=cE+P,

6. B = uH + oM,
7

8

9

. J=0(E+E)
.p=EJ
6=k

10. VI =-2

Diagrama cauzald este prezentatd in (I.11)

Figura 1.11: Diagrama cauzald

Aceastd diagrama pune 1n evidentd relatiile cauzale, fundamentale ale elector-
magnetismului. Sunt marcate cu sdgeatd continud relatiile valabile atat in regim
stationar cat si in regim variabil. Cu sdgeatd punctatd sunt marcate relatiile cauza-
efect, care apar 1n regim dinamic, doar atunci cand cauza este variabild n timp.
Sunt evidentiate cele patru cauze ale campului electric, trei generale: electretii,
corpurile cu campuri imprimate, sarcinile electrice si una cu caracter dinamic:
variatia in timp a campului magnetic. La randul sdu cAmpul magnetic are doua
cauze generale: magnetii permanenti si curentii electrici, dar si o cauzd dinamica,
variatia in timp a campului electric. Curentul electric se datoreaza campului elec-
tric din conductoare, dar el apare si datorita variatiei in timp a sarcinii elactrice.
Transferul de energie, generarea de cdldurd si transferul de masd sunt toate dato-
rate curentului electric, in schimb actiunile mecanice apar datoritd interactinii cu
substanta, atat a cAmpului electric cat si a celui magnetic.
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1.7 Regimurile campului electromagnetic

Deoarece rezolvarea ecuatiilor lui Maxwell in forma lor completa este dificild, in
modelarea electromagnetica se folosesc de cele mai multe ori regimurile campu-
lui electromagnetic, care sunt stdri particulare ale acestui camp, Tn care anumite
fenomene dispar sau sunt neglijabile. Fiecare regim este definit de ipotezele sale
simplificatoare, iar ecuatiile sale fundamentale se obtin din legile cAmpului elec-
tromagnetic ca o consecinta a acestor ipoteze, care in primul rand la modul 1n care
variaza campul 1n timp.

Daca nu au loc variatii In timp ale mérimilor fizice, atunci avem regimuri statio-
nare, iar daca in plus nu au loc transformari de energie (deci curentii sunt nuli),
atunci obtinem regimurile statice. Din Fig. si este evident ci in regi-
murile statice, digrama cauzald se sparge in doud parti disjuncte, una referitoare
la campul electric (ElectoStatica ES) si cealaltd la cel magnetic (MagnetoStatica
MS). In consecintd, cAmpurle electrostatic si magnetostatic pot coexista fird si se
influenteze reciproc. In regimurile stationare din diagrama de cauzalitate repre-
zentatd in fig. dispar relatiile ciclice, ceea ce inseamna ca distributia cam-
pului electric si a curentului determind distributia cAmpului magnetic, dar aceasta
nu o influenteaza pe prima.

Deosebim 1n consecintd, doud regimuri stationare: electrocinetica - EC, are ca
obiectiv studiul distiributiei de curent si regimul magnetic stationar MG, care stu-
diaza distributia cAmpului magnetic produsa de o distributie cunoscuta de curent.
In cazul variatiei in timp, relatiile fundamentale ale electromagnetismului se pot
simplifica doar, daca neglijim curentul de deplasare sau fenomenul de inductie
electomagneticd. Aceste ipoteze se pot adopta in corpurile bune, respectiv slab
conductoare la viteze relativ mici de variatie in timp a cAmpului. Spunem cd ne
afldm in regimuri cvasistationare, primul este numit inductiv (sau magneto-qvasi-
stationar MQS) iar al doilea este capacitiv (sau electro-qvasi-stationar EQS).
Dacd nu avem alte ipoteze simplificatoare, decat caracterul imobil al corpurilor,
atunci ne aflam in regimul genereal variabil, sau electrodinamic ED al campu-
lui. Dacd mediile sunt izolante, atunci regimul este electrodinamic fara pierderi-
EDFP numit armonic. In cazul in care mirimile variazi sinusoidal in timp, cu
aceeasl frecventd, avem un regim al campului electromagnetic. Acest regim se
simbolizeaza cu AC, spre al deosebi de regimul tranzitoriu TR, in care marimile
au o variatie arbitrard in timp. Avem deci urmadtoarele regimuri dinamice: EQS,
MQS, ED, care pot fi AC sau TR.

Modelarea electromagneticd nu este o reflectare perfecta a realitdtii, ci una apro-
ximatid, care se doreste a fi bineinteles cat mai fidela dar, Tn limite rezonabile. De
exemplu, ecuatiile regimurilor statice si stationare, se aplicd nu numai la mode-
larea dispozitivelor in regim stationar ci si in cazul functiondrii in regim variabil
sau cu piese in miscare, cu conditia ca vitezele de variatie sa fie suficient de mici,
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pentru ca efectele dinamice sa poatd fi neglijate. Astfel de exemple sunt circui-
tele elctrice cu parametri 2, L, C concentrati, ale cdror parametri se determind
folosind ecuatiile regimurilor electrocinetic, magneto-stationar si respectiv elec-
trostatic. Aceastd tehnicd se foloseste cu succes de multd vreme pentru circuite
care functioneaza nu numai la 50Hz ci si in plaja MHz si chiar GHz.

1.7.1 Regimul electrostatic (ES)
Ipotezele definitorii ale regimului

* corpurile sunt imobile;
* madrimile fizice sunt constante in timp;

* nu au loc transformari de energie, deci vom presupune densitatea de curent
nula;

* intereseaza distributia campului electric, care nefiind influentatd de campul
magnetic vom presupune ca acesta din urma este nul.

Relatiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate in fig. [[.12]

Ecuatiile de ordinul intii ale electrostaticii

se obtin prin particularizarea legilor, conform ipotezelor regimului.
1. Teorema potentialului electrostatic:
VXE=0 < rotE =0, (1.93)
se obtine din legea inductiei electromagnetice.
2. Teorema lui Gauss:
VD =p & divD = p, (1.94)
se obtine din legea fluxului electric.
3. Ecuatia constitutiva pentru dielectrici:
D =D (E) sauin particular D = cE + P,,. (1.95)

este o consecintd a legii conductiei.
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Ecuatiile pun in evidentd sursele interne de camp: p, P,, E;.

Cele doua campuri E si D satisfac un sistem de ecuatii cu derivate partiale si al-
gebrice, liniare, dacd dielectricii sunt liniari si ecuatii neliniare, Tn caz contrar.

In regimul ES intervine o singuri constanti de material - permitivitatea ¢, iar
campul este descris de vectorii D, E, 1n timp ce sursele interne de camp sunt ca-
racterizate de marimile p, P,, E;. Mdrimile ce caracterizeaza sursele externe vor
fi identificate ulterior, dar ele trebuie sa fie referitoare la componentele campului
(D,,, E;), care se conserva la trecera prin suprafata de frontiera.

Ecuatiile de ordinul doi

Caracterul irotational al campului electric permite exprimarea acestuia cu ajutorul
mérimii auxiliare denumitd potentialul electric scalar V' (r), prin relaia:

E=-VV. (1.96)

Din relatia rezultd cd potentialul electrostatic scalar este definit pana la o
constanta aditiva. Alegand valoarea potentialului intr-un punct (de exemplu nula,
in punctul ales conventional i numit "de masa"), aceastd constanta este fixata.
Deoarece tensiunea intre doud puncte este potentialul iniial minus cel final (in ES
valoarea tensiunii nu depinde de forma curbei), rezultd ca potentialul unui punct
este tensiunea de la acel punct la punctul de referintd, in care potentialul este
conventional nul:

uAB:/ Edr=V,- Vs = V(P):/ Edr. (1.97)
Cap C

PPy

Folosirea potentialului electrostatic este evident avantajoasa, pentru faptul cd in
loc de a folosi doud campuri vectoriale E si D, campul electrostatic este descris
complet doar cu un cAmp scalar V' definit pe €2.. In plus, tensiunea electrici se
calculeazd mult mai usor, prin diferenta de potential.

Tinand seama de ecuatia constitutivi D = ¢E + P, rezulta:

V (eVV) = —p + VP,. (1.98)

Aceastd ecuatie de ordinul al doilea, satisficuta de potential pune in evidenta sur-
sele locale ale campului electrostatic, interioare domeniului de calcul: densitatea
de sarcind p (care poate lua forma densitdtii de volum a sarcinii p,, sau cea a den-
sitdfii superficiale de sarcind ps de pe suprafetele de discontinuitate, daca operam
cu functii generalizate) si polarizaia permanenta P,,. Se constatd cd din punct de
vedere al potentialului, polarizarea permanentd este echivalentd cu o distributie
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fictiva de sarcind p, = —V(P,), numitd sarcind de polarizare.
La trecerea prin suprafetele de discontinitate, potentialul indeplineste conditiile:

Ei=E, = Vi="V. (1.99)
dV; dV;

n (Dy—Di)=p, = e— =c3— = p,. (1.100)
dn dn

Dacd suprafata este ne-electrizata:

p5:0:>61%:€2%. (1101)
dn dn

Aceste conditii sunt automat indeplinite, daca se opereaza cu functii generalizate.
Pot exista totusi situatii speciale in modelare, n care potentialul are un salt la tre-
cerea de pe o parte pe alta a suprafetei de discontinuitate. Spunem cd avem un
dublu strat de potential, lucru care se intampld, atunci cand pe suprafata este con-
centrat un camp electric imprimat cu distributie Dirac. Campul electric este local
nemarginit, dar integrala sa pe un segment de curbad ce traverseaza suprafata este
egal cu saltul de potential. Aceastd abordare este utild Tn modelarea fenomenelor
electrochimice de difuzie, care au loc la interfata dintre electrozi si elctroliti, si
care explica potentialul de electrod.
In baza conditiei de echilibru electrostatic corpurile conductoare liniare sunt echi-
potentiale, iar cele cu cAmp imprimat au o variatie a potentialului, care rezulti
prin integrarea cimpului imprimat.
Formal conditia de echilibru electrostatic se obtine, considerand conductoarele
dielectrici perfecti:

D
E—>00 = E:€:0. (1.102)

In concluzie, rezultd cd in regim electrostatic, potentialul scalar satisface o ecuatie
cu derivate partiale de ordiul doi, de tip eliptic, care Tn medii omogene devine
ecuatie Poisson:

AV = leEen) (1.103)

€
iar 1n cazul absentei surselor interne de cAmp, devine ecuatia lui Laplace: AV =
0, potentialul scalar avand in acest caz particular o variatie spatiald armonica.
Dupa cum se va vedea ulterior, pentru determinarea potentialului mai trebuie ada-
ugate la ecuatia (I.TI03)) condita ei de frontiera, care din punct de vedere fizic
descrie sursele externe de camp.
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Deoarece pe frontiera se conserva componenta normala a inductiei si cea tangenti-
ald a intensitatii campului electric, conditiile de frontiera trebuie sa fie corelate cu
aceste componente ale campului. Daca la frontierd se afla un domeniu conductor,
atunci E;, = 0, D,, = p;, ceea ce corespunde conditiei V' = ct., iar daca frontiera
este anelectricd, atunci D,, = 0. Din punct de vedere fizic, oricare dintre acestea
pot fi conditii de frontiera admisibile, dar este evident ca ele descriu doua situatii
complet diferite.

Identificarea conditiilor de frontiera pentru formularea corectd a problemei de
camp din fiecare regim va fi subiectul capitolului dedicat modeldrii matematice.
In modelarea dispozitivelor electrostatice intervine de reguld un numir finit de
subdomenii omogene, fiecare avind propria sa permitivitate. In consecinti func-
fia ¢ definitd pe () este constanti pe portiuni. In interiorul fiecirui subdomeniu
potentialul electric satisface de fapt ecuatia Poisson. Solutia problemei trebuie
sd satisfaca cele doud conditii de trecere pentru potential pe toate interfetele intre
subdomenii.

Daca dispozitivul contine si parti conductoare, atunci in acestea, cAmpul este cu-
noscut B = 0, deci ele se elimina din domeniul de calcul, dar conditiile de pe
frontiera lor trebuie sd reflecte contributia lor la campul din domeniul de calcul.
Un corp conductor poate fi incarcat fie la potential cunoscut de o sursd exterioara
sau poate avea o sarcind cunoscutd.

ElectroStatica
(ES)

‘ Magneto- Statica (MS) ‘

Figura 1.12: Diagrama pentru regimurile statice
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1.7.2 Regimul magnetostatic (MS)
Ipotezele definitorii ale regimului

e corpurile sunt imobile;

* marimile fizice sunt constante in timp;

* nu au loc transformdri de energie, deci vom presupune densitatea de curent
nula;

* intereseazd distributia cAmpului magnetic, care nefiind influentatd de cam-
pul electric vom presupune ca acesta din urma este nul.

Relatiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate in fig. (I.12).

Ecuatiile de ordinul intii ale magnetostaticii
se obtin prin particularizarea legilor, conform ipotezelor regimului.

1. Teorema potentialului magnetic scalar:

VxH=0 & rotH=0, (1.104)
se obtine din legea circuitului magnetic.

2. Teorema fluxului magnetic:

VB=0 & divB =0, (1.105)
se obtine din legea fluxului magnetic.
3. Ecuatia constitutiva:
B =B (H) sauin particular B = pH + p1oM,,.  (1.106)
este consecintd a legii de material referitoare la B, H.

Ecuatiile pune in evidentd sursa internd de camp: M,,.

Cele doua campuri H si B satisfac un sistem de ecuatii cu derivate partiale si al-
gebrice, liniare, dacd materialele sunt liniare si ecuatii neliniare, in caz contrar.

In regimul MS intervine o singurd constanta de material - permeabilitatea 1, iar
campul este descris de vectorii B, H, in timp ce sursa internd de camp este ca-
racterizatd de marimea M,. Madrimile ce caracterizeazd sursele externe vor fi
identificate ulterior, dar ele trebuie sd fie referitoare la componentele campului
(B,, H;), care se conserva la trecera prin suprafata de frontiera.
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Ecuatiile de ordinul doi

Caracterul irotational al acestui camp magnetic permite exprimarea acestuia cu
ajutorul marimii auxiliare denumita potentialul magnetic scalar V,, (r), prin re-
latia:

H=-VV,. (1.107)

Din relatia rezultd cd potentialul magnetic scalar este definit pand la o
constanta aditiva.

Tinind seama de ecuatia constitutivi B = pH + B, in care B, = ;;,)M,, rezulta
ecuatia satisfacutd de potential:

V (uVV,,) = VB,. (1.108)

Intre ecuatiile ES si MS existi o similitudine evidenti. Singura deoasebire consti
in faptul cd in MS nu exista sarcini adevidrate, ci numai sarcini de polarizatie
(magnetizatie). Densitatea sarcinii de polarizatie are expresia p, = VB,. Dacd
de exemplu, mediul este omogen atunci B, = ¢¢ = p, = VB, = 0. Daci
acest lucru este valabil numai in interiorul subdomeniului respectiv, deoarece pe
frontierd apare o distributie superficiald de sarcind nenuld p, ; = div;B, = nB,.
In consecinti, afirmatiile ficute la regimul electrostatic se transpun cu modificiri
de notatii in regimul magnetostatic, incusiv cele referitoare la relatiile de interfata
satisfacute de potential, la trecerea prin suprafetele de discontinuitate.

1.7.3 Regimul electrocinetic stationar (EC)
Ipotezele simplificatoare ale regimului:

* Corpurile sunt imobile;
* Madrimile sunt constante in timp;

* Nu intereseaza distributia campului magnetic, ci doar cea a curentului elec-
tric.

Relatiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate in Fig. [I.13]

Ecuatiile de ordinul intai

1. Teorema potentialului electrocinetic:

VXE=0 & roE=0. (1.109)
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2. Teorema conservarii curentului:

VI=0 & div =0. (1.110)

3. Relatia constitutiva:

J=I(E) (1111)

care, in particular se poate scrie:
J=0(E+E) (1.112)

Aceste trei ecuatii sunt forme particulare ale legii conservarii sarcinii electrice,
legea inductiei electromagnetice si respectiv legea conductiei electrice.
Considerand V x E = 0, rezultd ca 3 V scalara. 1. E = —VV.

Ecuatiile de ordinul al doilea

VxE=0 = E=-VV =
=J=0(-VV+E) = V(o0 VV) =V (dE;) (1.113)
V=0

Ultima expresie din (I.T13]) este ecuatia Poisson generalizata.

Cazuri particulare

* Mediu izotrop, liniar si cu E; = 0, potentialul satisface ecuatia Laplace
generalizatd:

V (6VV) = 0. (1.114)

* Mediu omogen, izotrop, liniar si cu E; = 0, potentialul satisface ecuatia
Laplace clasica:

AV =0. (1.115)

* Mediu omogen, izotrop, liniar, potentialul satisface ecuatia Poisson clasica

AV = VE,. (1.116)

Constatam si de aceasta datd o similitudine a ecuatiilor electrocineticii cu ecu-
atiile celorlalte regimuri, statice si stationare. In consecinti, analiza si concluziile
din cazul electrosaticii se transfera si la celelale regimuri folosind Tabelul [I.2] de
similitudine:
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Regimul Magneto-stationar-MG

Figura 1.13: Diagrama regimurilor stationare

Regim: ES | MS | EC
Campul E H |E
Inductia D |B |J
Sursa remanenta P, B, |J;
Potentialul ViV, |V
Sarcina q |0 divd;
Sarcina de polarizatie | p, | pm | Pp
Fluxul Vo l

Tabela 1.2: Similitudinea intre regimurile statice si stationare

1.7.4 Regimul magnetic stationar (MG)
Ipotezele simplificatoare ale regimului

* corpurile sunt imobile;
* madrimile nu variazd in tmp;

* intereseazd distributia campului magnetic, generat de o distributie de curent.

Pentru a determina campul magnetic se rezolva anterior o problema de electroci-
neticd. Relatiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate in fig. [I.12]
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Ecuatiile de ordinul intai

1. Teorema lui Ampere:

VxH=J. (1.117)
2. Teorema fluxului magnetic:
VB =0 & diwB=0. (1.118)
3. Ecuatia constitutiva:
B =B (H) sauin particular B = yH + ;10M,,. (1.119)

Ecuatiile de ordinul al doilea

Datorita caracterului solenoidal al inductiei magnetice, ecuatia (I.IT9) permite
definirea unei marimi auxiliare A (r), denumitd potential magnetic vector, astfel
incat:

B=VxA. (1.120)

Pentru ca vectorul A si fie complet definit, se impune conditia de etalonare Cou-
lomb:

VA =0. (1.121)

Chiar si asa, potentialul magnetic vector nu este unic. De exemplu, dacd se adauga
gradientul unei functii armonice arbitrare A, inductia ramane aceeasi:

B=VXxA=Vx(A+V));
VA=V(A+V)N)=AN=0.
Constatdm deci ca spatiul nul (nucleul) operatorului rot este mult mai amplu decat
nucleul operatorului grad. Chiar dacd avantajele nu sunt atat de evidente, ca in ca-

zul potentialului scalar, totusi cel putin fluxul magnetic se calculeaza mai simplu,
printr-o integrald simpla si nu dubla:

(1.122)

o= / BdA = Adr, (1.123)
S I'=0S

dar acesta nu este singurul avantaj.
Ecuatia de ordinul doi satisfacutd de potentialul magentic vector:
VB=0 = B=VxA
(B — BT)
L
VxH=J = Vx@¥VxA)=J+V xvB,.

B=yH+B, = H= (1.124)
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in care s-anotat cu v = 1/p.
Se constatd cd din punctul de vedere al potentialului vector, magnetizatia perma-
nentd M,, = B, /14 este echivalentd cu o distributie fictiva de curent:

M
Jn =V x (vB,) =V x (vpoM,) =V x ( p) , (1.125)
o
numit curent amperian (de magnetizatie).
Ecuatia de ordinul doi este in acest caz o ecuatie vectoriald cu operator de tip rot-
rot. Regimul magnetostatic este un caz particular, al regimului magnetostationar,
obtinut considerand J = 0. Ecuatia potentialului vector 1n acest caz este:

V x vV xA)=J,. (1.126)

Aceasta abordare corespunde modelului Amperian al magnetosataticii. Dar de-
oarece magnetostatica este similard electrocineticii, rezultd ca si In acest ultim
caz se poate opera cu potentialul vector, notat acum cu T. Ecuatia satisfacuta de
potentialul vector al densitdtii de curent este:

J=VXT = VXxE=0 &

(1.127)
& Vx(pJ—E)=Vx(pVxT)—VxE;=0.

Rezolvarea unei probeme prin doua metode, folosind si potentialul scalar si pe cel
vector, se numeste abordare complementard si are avantajul ca permite estimarea
erorii numerice [[18]].

Similitudinile intre regimurile care folosesc potentialul vector este descrisa in Ta-
belul

Lucrurile se simplifica substantial in cazul 2D. Dacd de exemplu, avem o distribu-
tie de curent plan paraleld, orientatd de-a lungul axei Oz, atunci J = kJ(z,y), iar
potentialul vector A = kA(x, y) are o singurd componenta, care satisface ecuatia:

VxH=J =

= J=kJ(z,y) =rotH = 8/18510 0/]8y 8/132 :k(a;iy_a;]z>7
H, H, 0 Y

B-VxA = B=3 5= (1.128)

B=uH = szu%, Hy:—y%,

V(¥VA)=-J = —divlygrad Al = J.

care este chiar ecuatia scalard Poisson generalizatd, perfect similard cu cea satis-
facutd de potentialul electrostatic scalar (I.98]).



1.7. REGIMURILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC 61

Comportarea potentialului magnetic vector la trecerea prin suprafetele de di-
scontinuitate: A,; = A,,, pentru ci altfel, suprafata ar fi panzi de flux. In plus,

VA=0 = A=A (1.129)

In consecinti, potentialul vector A este o functie continui in tot domeniul (isi con-
serva atat componentele tangentiale cat si cele normale la trecerea prin suprafetele
de discontinuitate). In plus

B,i =B, = nV xA; =nV x A,, (1.130)
conditie indeplinitd daca A;; = Ay si

VixH=J, = Vyx(¥VxA-vB,)=J;, =

1.131
= VlnX(VXAl):VQHX(VXAQ), ( )

pentru suprafete neparcurse de curenti superficiali, de conductie sau Amperieni,
pe care J; = 0.

Trebuie remarcat cd aceste trei conditii de interfatd sunt automat indeplinite, atunci
cand se opereaza cu functii generalizate, care satisfac ecuatiile fundamentale ale
regimului. Astfel de cAmpuri vectoriale, au divergenta nuld, atunci au si diver-
genta superficiala nuld, iar dacd rotorul este nul, atunci si rotorul superficial este
tot nul.

Conditiile de frontierd se vor referi la B,, sau H;, deci respectiv la A; sau la

vB;=v(nx(VxA)) xn. (1.132)
Daca pe frontierd se afla un material feromagnetic ideal,
H,=0 = nx(VxA)=0, (1.133)
iar dacd avem un material amagnetic,
B,=0 = nVxA=0, (1.134)

conditie indeplinitd daca A; = 0.
In concluzie, putem afirma ci ecuatiile acestui regim sunt mai complicate decat
ecuatiile celorlalte regimuri stationare. Explicatia principald constd nu numai in
caracterul tridimensional - vectoriald al lor, ci mai ales in amploarea nucleului
operarorului rot rot, spatiu care trebuie identificat corect si anulat prin adoptarea
unor conditii corecte de frontiera.

1.7.5 Regimul cvasistationar capacitiv (sau amagnetic - EQS)

In regim cvasistationar campul electromagnetic este varibil in timp, dar sufici-
net de lent pentru ca unele fenomene sd poatd fi neglijate. In acest caz neglijam
fenomenul de inductie electromagnetica.
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Ipotezele simplificatoare
* corpurile sunt imobile;

* variatia in timp a marimilor este suficient de lentd pentru ca fenomenul de
inductie electromagnetica sa aiba efecte, deci il neglijam.

Deoarece daca presupunem corpurile amagnetice (¢ = 0), atunci inducfia mag-
neticd se anuleazd si implicit se anuleazd si inductia elctromagneticd. Aceastd
presupunere este deci una din ipotezele regimului.

Fenomene fundamentale si relatiile cauzele specifice acestui regim sunt reprezen-
tate grafic in diagrama din Fig. [I.T4]

Ecuatiile fundamentale (de ordinul intai)

ale acestui regim au urmatoarea forma locala:

(VD =p
dp
vi=-2
ot
VxRS0 (1.135)
oD '
H=J+—
V x + BT
D =D (E), inparticular D = ¢E + P,
(J=J(E), inparticular J = ocE + J,.

obtinute din legea fluxului electric, teorema conservarii sarcinii electrice, legea
inductiei, legea circuitului magnetic, legile de material, particularizate in ipoteza
B = 0. Aplicand primei ecuatii Maxwell operatorul divergenta si tinand cont de
teorema lui Gauss, rezultd a doua relatie de ordinul intéi, care descrie conservarea
sarcinii. De obicei se elimina din sistemul ecuatiilor fundamentale a patra relatie,
cea referitoare la legea circuitului magnetic, astfel incat din ecuatii dispar toate
mirimile caracteristice cAimpului magnetic. In aceste conditii, relatia care descrie
conservarea sarcinii electrice devine independenta.

Prolema fundamentald a acestui regim constd in determinarea modului 1n care di-
fuzeazd campul electric D, E, dar si densitatea de sarcind si cea de curent J in
domeniile slab conductoare de formd cunsocutd cu proprietdti dielectrice si de
conductie cunoscute, in conditii initiale si de frontiera date. Aceste conditii repre-
zintd Tn mod uzual sursa campului electromagnetic in acest regim. Dintre efectele
specifice acestui regim mentionam: difuzia sarcinilor, spre deosebire de cazul re-
gimului cvasistationar inductiv, In care sarcinile se redistribuie practic instantaneu,
in regimul capacitiv este necesar un timp pentru ca acesta sa se relaxeze.



1.7. REGIMURILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC 63

Regimul cvasistationar capacitiv este utilizat in studiul comportdrii izolantilor Tn
camp variabil, ca de exemplu dielectricii condensatoarelor. In acest regim, la fel
ca 1n cel electrostatic, campul este irotational si admite deci un potential scalar.
Deosebirea constd 1n faptul ca potentialul variazd nu numai in functie de vectorul
de pozitie r, ci si de timpul £.

In ecuatiile regimului EQS interivn doui constante de material: permitivitatea e
si conductanta o. Asta indica faptul cd sunt modelate efecte capacitive ca in elec-
trostatica dar si cele rezistive, ca in electrocineticd. Spre deosebire de regimurile
stationare, in care efectele C si R erau independente, acum cele doud efecte CR
sunt distribuite si se influenteaza reciproc.

Ecuatia de ordinul al doilea

Se obtine exprimand campurile din ecuatiile de ordin unu in functie de potentialul
scalar V:

VJ:_%:_W_D = V(0E+Ji)+M:O =
ot ot ot
P P (1.136)

Ecuatia EQS de ordin doi, este o ecuatie de tip parabolic, care combina ecuatiile

Figura 1.14: Diagrama regimului electro-cvasistationar - EQS

electrostaticii cu cele ale electrocineticii. Pe parcursul regimului tranzitoriu, la
inceput comportarea electrostatica este preponderentd, iar la sfarsit, cea electroci-
neticd devine preponderenta.
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Pe suprafetele de discontinuitate, potentialul scalar satisface conditii de trecere
similare cu cele din electrostatica si electrocinetica. Potentialul este continuu, dar
derivata sa dupd normald are saltul dat de expresia:

dv. o0 [ dV
Vs (UE + o (&?%>) =0. (1.137)

De aceasta datd, ecuatia cu derivate partiale satisfacutd de potentalul scalar este o
ecuatie parabolicd, a cirei solutie V' (r, t) este definitd pe domeniul €2 al problemei
si pe intervalul de timp (f,in, tmaz)- Problemele de regim variabil nu au numai
conditii de frontieard ci si conditii inifiale. Mai exact, trebuie cunoscuta distributia
potentialului electric la momentul initial, Tn tot domeniul problemei.

1.7.6 Regimul cvasistationar de tip inductiv (sau anelectric -
MQS)

Ipotezele simplificatoare

Pentru acest regim se considerd urmadtoarele ipotezele simplificatoare:
* corpurile sunt imobile;

* variatia n timp a marimilor este suficient de lentd pentru ca efectul mag-
netic al curentilor de deplasare sa fie neglijabil, fata de cel al curentilor de
conductie, deci vom presupune ca nu existd curent de deplasare.

Deoarece daca presupunem corpurile anelectrice (¢ = 0), atunci se anuleazd in-
ductia electrica si implicit si curentii de deplasare. Caracterul anelectric al corpu-
rilor este deci una din ipotezele regimului.

Fenomenele fundamentele si relatiile cauzale specifice acestui regim sunt repre-
zentate grafic in diagrama din Fig. [I.15]

Curentii de deplasare sunt neglijati fata de cei de conductie, lucru ce poate fi facut
pana la frecvente foarte mari, deoarece

Ji=wD =weE << J=0F = w<<o/e.
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Ecuatiile fundamentale (de ordinul intai)

Ecuatiile fundamentale ale acestui regim au urmatoarea forma locald:

(VB =0
B
V X E - —aa—t
VxH=1J (1.138)
B =B (H) in particular B = xH + B,.
( J =J(E) in particular J = cE + J;.

Ele sunt de fapt ecuatiile regimului magnetostationar combinate cu ecuatiile regi-
mului electrocinetic, in care este considerata si inductia electromagneticd, ceea ce
face ca intensitatea cAmpului electric sa-si piardd caracterul irotational.

Exemple de aplicatii in care este necesard analiza campului electromagnetic in
regim cvasistationar inductiv sunt: incalzire prin curenti turbionari, aparate de
masurd bazate pe curenti turbionari cum sunt contoarele de inductie, masini elec-
trice bazate pe inductie cum sunt transformatoarele, motoarele asincrone si franele
electromagnetice, etc. De aceastd datd materialele sunt caracterizate de doud con-
stante: u si o, ceea ce indica faptul ca regimul modeleazd fenomenele magnetice
si cele de conductie distribuite.

Ecuatiile de ordinul al doilea

Deoarece inductia magneticd este solenoidald, ea admite un potential vector A. E
nu este irotational, dar impreund cu —dA /dt se obtine un cAmp irotational, care
admite un potential scalar, notat cu V' si numit potentialul electric.

VB=0=dJA ai. B=V x A

A
OB = Vx(E+%—t):O:>
VxEBE=-—- (1.139)
0A 0A
:>E+E——VV:>E——E—VV
Mai avem ca:
VxH=1J
J=0E+J; =V x (7' (B—poM,)) =cE+J; (1.140)

H =" (B~ puoM,)

Aceasta relatie aratd ca in regim MQS, dacd am sti distributia curentului J = cE+
J;, atunci cdmpul magnetic se distribuie exact ca In regimul magnetostationar
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MG. Dar in MQS, distributia de curent nu este o datd a problemei, ci ea rezulta
in urma rezolvdrii problemei, fiind afecatata de efecte cum sunt cel pelicular, de
aglomerare sau de curenti turbionari.

In final daci notdim v = 1 /1, ecuatiile de ordinul al doilea sunt de forma:

Vx (1V x A)=J; =V x (vpgM,) + o (—%—‘? - vv) . (1.141)

In zonele neconductoare (o0 = 0), ecuatiile degenereaza in ecuatiile MG.

Figura 1.15: Diagrama regimului magneto-cvasistationar - MQS

Dupa cum s-a ardtat in regimul MG, potentialul vector A este continuu in intreg
domeniul de calcul, iar asa cum s-a vazut in regimul EC, potentialul electric scalar
V este continuu. In schimb, la trecerea prin suprafetele de discontinuitate, poten-
tialele pot avea discontinuititi ale derivatelor, si trebuie sd indeplineascd anumite
conditii de interfata:

Bnl = Bng = nV x A1 =nV X 1&27 ~ Atl :AtQ;
VixH=J;, = V,x(1VxA)=J, = (1.142)
= pentru J,=0:nx 11V XA =nx1nV X A,

Aceste conditii sunt automat indeplinite, dacd se opereaza cu functii generalizate,
care satisfac ecuatiile fundamentale ale regimului.

Si de aceasta datd, conditiile de frontierd se aleg dintre componentele care se con-
servi la trecerea prin suprafetele de discontinuitate: H; = (n x ¥V x A) X n sau
B,, echivalent cu cunoasterea componentei tangentiale A; a potentialului mag-
netic vector. Cel mai adesea aceasta este nuld. Se va vedea ulterior cd pentru a
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asigura unicitatea solutiei A, mai trebuie addaugate conditii de frontiera suplimen-
tare.

Ecuatiile sunt vectorile de tip parabolic, cu un operator de derivare spatiald de or-
dinul doi de tip rot-rot. De data aceasta constantele de material care intervin sunt
1 si o, ceea ce indicd faptul cd In acest regim sunt modelate efectele inductiv-
rezistive distribuite. Pentru caracterizara campului se folosesc: potentialul mag-
netic vector, dar si potentialul electric scalar, ambele functii de pozitie si timp.
Deoarece

VxH=1J, (1.143)
rezultd ca J este solenoidal:
VI =0 (1.144)
si Tn consecintd
V(E)=-VJ, = -V (cVV)=V (0% — Ji) ) (1.145)

care in medii omogene devine: VV = 0, deoarece conform conditiei de etalonare
Coulomb VA = 0. Conditiile de interfatd ale potentilului scalar sunt cele din
electrocinetica.

In zonele neconductore (o = 0), ecuatiile degenereazi in ecuatiile MG si nu mai
este necesara utilizarea aici a potentialului scalar.

Dupd cum s-a ardtat in regimul MG, potentialul vector A este continuu in intreg
domeniul de calcul. In schimb, la trecerea prin suprafetele de discontinuitate pot
sd apara discontinuitdfi ale derivaltelor, si trebuie ca el sa indeplineascd anumite
conditii de interfata:

Bnlan2 = nVXAlznVXAQ <~ AtlZAtQ;

1.146
VixH=J, = V,x ¥V xA)=1J, ( )

de unde rezulta rezulta ca pentru J, =0 :n -1V X A; =n - 11V X A,. Aceste
conditii sunt automat indeplinite , dacd se opereaza cu functii generalizate, care
satisfac ecuatiile fundamentale ale regimului.

Si de aceastd datd, conditiile de frontierd se aleg dintre componentele care se
conserva la trecerea prin suprafetele de discontinuitate:

H,=(1n-vV xA)-n, (1.147)

sau B, echivalent cu cunoasterea lui A;. Cel mai adesea acestea sunt nule. Se
va vedea ulterior cd pentru a asigura unicitatea solutiei A mai trebuie adaugate
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conditii de frontierd suplimentare, referitoare la A,,.

Trebuie sd remarcam ca folosirea potentialelor A — V' cu etalonarea Coulomb nu
este singura alegere. Se poate folosi potentialul vector T al densitdtii de curent,
impreuni cu potentialul magnetic scalar redus ®, cu sau fari etaloniri. In [78] sunt
prezentate nu mai putin de 13 astfel de formuléri. Scopul lor este de a rezolva cat
mai precis probleme, la care constantele de material au variatii extrem de ample
in domeniul de calcul.

1.7.7 Regimul electrodinamic general variabil (ED)
Ipotezele simplificatoare ale regimului

Pentru a mentine concizia prezentdrii, studiul fenomenelor electromagnetice se
face Tn medii liniare, omogene si imobile.

Ecuatiile de ordinul intai

Campul electromagnetic in medii liniare si imobile se studiaza sistematic cu urma-
toarele forme locale ale legilor generale (Ecuatiile Maxwell) completate cu legile

de material in medii liniare:
oB O0A 0A
E=—-—— E+— | = E+—— —
V x 5 = VX ( + 5 ) 0 = E+ 5 A%
oD

H=J+—
V x +8t

VD =p (1.148)
VB=0 & B=VxA

D=¢cE

B=uH

J=0E

In consecinti, cAmpul electromagnetic este complet descris de cele doud potenti-
ale: unul vector A si altul scalar V/, functii de spatiu si timp, numite potentiale
electrodinamice.

In acest regim se preferi folosirea relatiei Loerntz:

divA = auaa—‘t/, (1.149)

pentru etalonarea potentialului magnetic vector, in locul relatiei Coulomb folosita
in regimurile MG si MQS.
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Ecuatiile de ordinul al doilea

Ecuatiile de ordinul al doilea pe care le satisfac intensitatile cAmpurilor electric si
magnetic se deduc in medii omogene, luand rotorul primei, respectiv a celei de a
doua ecuatii (I.148) si tindnd seama de celelalte ecuatii, cum urmeaza [88]:

0B OE
VXE:—W = Vx(VxE):—uaE,
VXH:J+%—? = VX(VXH)ZUVXE—FsaVG—:E:(l.ISO)
OH 0*H
ﬁVX(VXH):—uaa—auaﬂ.

Potentialele vector si scalar satisfac in acest regim ecuatiile:

0?A

2V (1.151)
AV —epp— = —B,

ot? €

in care intervin marimile cu distributie necunoscuta J si p. Daca acestea se ex-
prima in funtie de campul electric se obtin ecuatiile:

0*A 0A
AA—&T/L 12 = —0 <VV+E> ;

VA sz—‘g,,

(1.152)

Relatiile obtinute sunt ecuatii cu derivate partiale, vectoriale, liniare, de ordinul
doi, de tip hiperbolic. Ele descriu propagarea campului electromagnetic in medii
liniare si omogene.

In acest regim sunt folosite toate cele trei constante de material: p, €, o, ceea ce in-
dica fatul ca sunt luate Tn considerare toate efectele: inductiv, capacitaiv si rezistiv.
Ele sunt acum distribuite spatial impreuna si se influenteazi reciproc. In zonele
neconductoare (o = 0) ecuatiile isi pierd termenul difuziv-parabolic (derivata in-
tai factd de timp) si descriu propagarea fara pierderi a campului electromagnetic,
datoratd interactiunii capacitiv-inductive distribuite (regimul EDFP al campului).
Pentru a fi bine formulate, problemele 1n acest regim trebuie sa aiba pe langa con-
ditiile de frontiera si conditii iniiale nenule, deoarece sursele interne de camp sunt
nule, mediile fiind considerate liniare.
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1.7.8 Reprezentarea in complex a ecuatiilor campurilor sinu-
soidale

Cel mai des intélnit si 1n acelasi timp cel mai simplu regim periodic permanent
al campului electromagnetic este regimul sinusoidal, in care variatia in timp a
marimilor fizice caracteristica campului este de forma:

z(t) = XV2sin (Wt + ¢,) (1.153)

unde x - valoare instantanee; t € (—o00, 00) - variabila timp; X - valoarea efec-
tivd, w = 2 f = 2% - pulsatia; 'T' - perioada; f -frecventa; ¢, - faza initiald a
mdrimii x.

In regimul de variatie sinusoidald (numiti si armonici) toate mirimile unei pro-
bleme au frecventd comuna de variatie, fiecare marime scalard avand specific doar
doi parametrii reali: valoarea efectivd X si faza initiald ¢,. Din acest motiv, pu-
tem asocia fiecirei functii z : [0,¢] — R cu variatie sinusoidald (z € . - clasa
functiilor sinusoidale de pulsatie w) in mod biunivoc un numar complex X € C,
definit de relagia X = X_.e’%=, in care j este unitatea imaginarg, cu j2 = —1.
Reprezentarea in complex a marimilor sinusoidale este o transformatd ¢ : . —
C liniara.

Principalul avantaj al reprezentarii complexe constd 1n faptul ca ecuatiile diferen-
tiale Tn variabila timp se transforma in ecuatii algebrice (complexe), dar in care
variabila timp nu mai intervine (ecuatiile au un caracter stationar). Din acest
motiv, analiza cAmpurilor cu variatie temporald sinusoidala este facutd aproape
exclusiv prin reprezentare complexa.

Primul lucru care trebuie remarcat este faptul cd un sistem se poate afla in regim
armonic, doar daci ecuatiile sale au un caracter liniar. In cazul cAmpului electro-
magnetic, acesta presupune ca toate cele trei relatii de material sunt liniare:

D =ZE;
B = H; (1.154)
J =GE.

In caz contrar, daci un cAmp dintr-o relatie de material este sinusoidal (de exemplu
intensitatea campului), atunci celdlalt (de exemplu, inductia cAmpului) nu va mai
avea variatie armonica in timp.

In regim armonic cAmpul electromagnetic este caracterizat de urmitoarele functii
vectoriale cu componente complexe:

* inductia electricd in complex D :  — C¢;

* intensitatea cAmpului electric in complex E : Q — C¢;
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« densitatea de curent in complex J :  — C%
« inducfia magneticd in copmlex B : Q — C¢;
* intensitatea cAmpului magnetic in complex H : Q — C¢

« densitatea de sarcind in complex p : Q — C¢;

in care d = 1, 2, 3, in functie de dimensiunea problemei.
Campurile vectorial - complexe satisfac urmatoarele ecuatii obtinute din ecuatiile
lui Maxwell prin aplicarea transformatei complexe ¢ si tinand cont de proprie-
tdtile acesteia, de liniaritate si de faptul cd tranforma derivatele fatd de timp in
operatii algebrice de Tnmultire cu jw:
VxE=—jwB
VxH=J+jwD
D=c¢E (1.155)
B=71H
J=0E+],
Pentru a evidentia curentul imprimat, ca sursa a cdimpului magnetic, s-a presupus

cd densitatea J; are si ea o variatie sinusoidald in timp, cunoscuta.
Aplicand primelor doua ecuatii, operatorul divergentd, se obtin consecintele:

VB =0,

. (1.156)
VJ = —jwp,

care sunt formele complexe ale legii fluxului magnetic si a teoremei conservarii
sarcinii. latd deci ca legea fluxului magnetic este o consecintd a relatiilor fun-
damentale ale acestui regim, dar relatia:

VD = p (1.157)

trebuie adaugata relatiilor fundamentale independente.

Pentru a simplifica notatiile, vom renunta la barele care indica tipul tensorial sau
complex al mdrimii respective.

Eliminand inductiile se obtin ecuatiile:

VX E=—jwuH

. (1.158)
V xH=0E+J;+ jweE,

din care prin aplicarea rotrului se obtin ecuatiile de ordinul doi, valabile in medii
omogene:

V x (V x E) + (jwuo — w*ue)E = —wul; (1.159)
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si
V x (V x H) + (jwpo —w’ne) H=V x J;, (1.160)

Acestea sunt ecuatii vectoriale cu derivate partiale de tip Helmholtz complex cu
operator rot-rot si parametrul v = jwuo — w?pe. In regimul fird pierderi v =
—w? e este real iar in regim MQS v = jwpuo devine pur imaginar.

Ecuatii asemanitoare sunt satisfacute si de potentialele vector si scalar:

B=VxA = Vx(E+jwA)=0 = E+jwA=-VV

V x (vV x A) = (0 + jwe) (—jwA + VV). (1.161)

Constatam ca studiul regimului tranzitoriu al campului electromagnetic folosind
transformata Laplace conduce la ecuatii asemandtoare ale cAmpului, singura de-
osebire fiind aceea ca variabila pur imaginara jw este inlocuita cu variabila com-
plexa s.

Dacad intereseaza si distributia de sarcind, atunci se calculeaza campul scalar com-
plex:

p=VD. (1.162)

Constatdm spre deosebire de regimul tranzitoriu, n regimul sinusoidal nu sunt

Prin particularizari ale constantelor de material se obtin diferite regimuri ale cam-
pului armonic:

ol

* € = 0 - regimul cvasistationar inductiv (anelectric);
71 = 0 - regimul cvasistaionar capacitiv (amagnetic);
e & = 0 - regimul general variabil in medii fird pierderi.

In modelarea electromagnetici se intalnesc situatii in care un dispozitiv are in

partile sale diferite regimuri ale cAmpului electromagnetic, obtinute prin anularea
locald a constantelor de material.
In concluzie, putem afirma ci studiul regimurilor cAmpului este util nu numai
pentru intelegerea fenomeneler electromagnetice in cazuri particulare ci si pen-
tru o intelegere mai profunadd a modului in care interactioneazd componentele
campului in cazul general.



NOTIUNI DE BAZA

1.1 Obiectul si metodele termotehnicii

Termodinamica este un domeniu important al fizicii clasice care se ocupd cu studiul
migcarii termice $i al proceselor care produc modificari ale acesteia. Particulele oricarui corp cu
temperaturd diferitd de zero absolut au mai multe tipuri de miscare termicd (agitatie
moleculard): translatie, vibratie, rotatie etc. Marimile fizice care caracterizeaza aceste tipuri de
miscare (viteza, frecventa, amplitudine, viteza unghiulara etc.) se pot modifica prin schimb de
energie cu alte corpuri. In sfera larga de studiu a termodinamicii intrd practic toate procesele
care pot produce modificari ale caracteristicilor migcarii termice, deci nu numai procese termice,
ci si chimice, electrice, magnetice etc.

Pentru determinarea proprietatilor corpurilor, pentru descrierea conditiilor de echilibru
si pentru analizarea proceselor care produc modificari ale acestora, in termodinamica se folosesc
metode de studiu la scara macroscopica si la scara microscopica.

La scard macroscopicd este utilizatd metoda fenomenologica, dezvoltatd de Carnot,
Joule, Clausius, Thomson, Gibbs, Helmholtz si Nernst. Aceasta se bazeazd pe observatii
empirice si consideratii teoretice asupra proceselor reversibile. Ulterior, Onsager si Prigogine
au utilizat metoda fenomenologica pentru studiul proceselor ireversibile.

La scard microscopicd sunt utilizate metoda cinetico-moleculara (dezvoltatd de
Maxwell si Boltzmann), metoda statistica (Gibbs) si, mai recent, metoda informationala (Tribus
si Jeans). Incepand cu a doua jumaitate a secolului trecut, acestea s-au dezvoltat impreuni si au
condus la fundamentarea teoriei cuantelor (fizica cuantica).

Metoda cinetico-moleculara se bazeaza pe studiul teoretic al comportarii particulelor
(atomi sau molecule) care alcatuiesc un sistem, utilizand legile mecanicii pentru descrierea
miscarilor particulelor si estimand comportarea medie a unui numar foarte mare de particule.
Metoda staticd estimeazd comportarea la scard macroscopica a unui numar foarte mare de
particule pe baza teoriei probabilitatilor, ea despartindu-se practic de teoria cinetico-moleculara
dupa aparitia teoriei cuantelor. Aceste doud metode au multe elemente comune, ele fiind uneori
utilizate impreund, sau chiar considerate ca formand o structura unitara.

Metoda informationald a fost fundamentatd de catre un inginer (Tribus) in scopul
studierii starilor de echilibru si neechilibru si a proceselor ireversibile (reale),in special in
calcule ingineresti.

Trebuie insd bine inteles faptul ca, indiferent de metoda de studiu utilizata,
termodinamica furnizeaza intotdeauna rezultate numai la scara macroscopica. Desi o particula
are masd si energie (marimi specifice mecanicii), ea nu are temperatura sau entalpie (marimi
specifice termodinamicii), acestea din urma fiind proprietéti care sunt definite si utilizate numai
pentru numere foarte mari de particule (>10*%).

Termotehnica, sau termodinamica tehnica este stiinta care se ocupd cu aplicarea in
practica a legilor si principiilor termodinamicii. Obiectivul principal al termotehnicii este acela
de a imbunatati tehnologiile de conversie, transport si utilizare a diferitelor forme de energie
(mai ales termicd §i mecanicd), in principal prin reducerea pierderilor si cresterea
randamentelor. Termotehnica poate deci fi considerata Stiinta energiei, fiind o disciplina
tehnicda fundamentald in pregatirea specialistilor din domeniul energiei. Prima carte de
termodinamica tehnica a fost publicatd de Rankine in 1859.



1.2 Sistem, stare, parametri de stare, proces, transformare

Un sistem este un ansamblu de un numar finit de elemente care interactioneaza intre
ele, precum si cu alte elemente care nu apartin sistemului. Ceea ce se gaseste in afara sistemului
se numeste mediu inconjurdtor sau mediu ambiant. Sistemul este delimitat de mediul
inconjurdtor prin suprafete reale sau imaginare numite granite sau frontiere.

Un sistem este definit (ales) arbitrar, tindnd cont de corpurile (elementele) de interes in
studiul unui anumit proces. Pentru definirea unui sistem este necesara alegerea elementelor care
il compun si a frontierelor, definirea proprietétile de interes ale acestor elemente, precum si a
functiilor de legatura (relatiilor de interactiune) care au o influentd asupra procesului studiat,
dintre elementele sistemului si dintre sistem i mediul inconjurator. Un sistem definit pentru
studiul unui proces termodinamic se numeste sistem termodinamic.

Se numeste sistem inchis un sistem care nu poate schimba materie cu mediul ambiant.
Un sistem inchis are in general frontiere reale, dar nu neaparat fixe, astfel incat volumul
sistemului se poate modifica. Masa sistemului raiméane insd constanta si se mai numeste masa de
control. Un exemplu de sistem termodinamic inchis este un gaz aflat intr-un cilindru inchis
etans de un piston care se poate deplasa axial in interiorul cilindrului (figura 1.1).

frontiera cilindru piston .
turbind
] -
| : frontiere fluid de
| ——— imaginare . lucru .
| - | frontiera
| gaz | __ | t
! :l ] \reala
| | \b -
Figura 1.1: Sistem inchis Figura 1.2: Sistem deschis

Se numeste sistem deschis un sistem care schimba materie cu mediul inconjurator. Un
sistem deschis poate avea atat frontiere reale, cat si frontiere imaginare, acestea fiind insa fixe,
astfel incat volumul sistemului ramane constant si se mai numeste volum de control. Un
exemplu de sistem termodinamic deschis este fluidul de lucru care se destinde intr-o turbina
(figura 1.2). In acest caz, frontierele reale sunt peretii turbinei, iar frontierele imaginare sunt
sectiunile de intrare si iesire a fluidului de lucru. Intr-un sistem deschis de acest tip fluidul de
lucru se deplaseaza (curge) continuu prin volumul de control.

In practica se utilizeaza si masini sau instalatii in care au loc procese complexe, astfel
incat in timpul unora dintre ele sistemele sunt inchise, iar in timpul altora sistemele sunt
deschise. Un exemplu de acest tip este cilindrul unui motor cu ardere interna in patru timpi. Pe
parcursul timpilor de admisie (introducerea aerului sau a amestecului de aer i combustibil) si de
evacuare (a gazelor de ardere) supapa respectiva este deschisa, deci sistemul este deschis, 1n
timp ce pe parcursul timpilor de comprimare si destindere supapele de admisie si evacuare sunt
inchise, sistemul fiind deci inchis.

Un sistem se numeste omogen daca proprietatile sale fizice si compozitia chimica sunt
constante in tot volumul. Compozitia chimica este constantd nu numai pentru o substantd pura,
ci si pentru un amestec de doud sau mai multe substante ale cédror participare la amestec este
aceeasi in tot volumul (amestec omogen). Un domeniu omogen al unui sistem a fost denumit de
Gibbs faza, deci un sistem omogen contine o singurd fazd. Fazele pot fi stiri de agregare
diferite ale aceleiasi substante chimice. Un amestec de apa si gheata, sau de substante diferite
aflate 1n aceeasi stare de agregare, de exemplu un amestec de apa si ulei (ambele in faze lichide,
dar cu densitati diferite), formeaza un sistem eterogen sau neomogen.



Un sistem care nu poate schimba energie cu mediul inconjurdtor se numeste sistem
izolat, iar un sistem care schimba energie cu mediul Inconjurator se numeste sistem neizolat.
Sistemul inchis din figura 1.1 este un sistem neizolat, deoarece prin deplasarea pistonului (la
scard macroscopicd) sistemul poate schimba energie cu mediul Inconjurdtor prin interactiune
mecanica, deci sub forma de lucru mecanic. Pentru ca un sistem sda nu poate schimba lucru
mecanic cu mediul inconjurdtor frontierele acestuia trebuie sa fie fixe, un astfel de sistem fiind
numit sistem rigid. Exista, de altfel, denumiri specifice pentru sisteme care nu pot schimba cu
mediul inconjurdtor energie printr-un anumit tip de interactiune, dar nu toate acestea sunt
studiate in cadrul termotehnicii.

Conditiile sau situatia in care se gaseste un sistem la un anumit moment in timp se
numeste stare. Proprietdtile care caracterizeazd (definesc) starea sistemului se numesc marimi
de stare sau parametri de stare. Parametrii de stare sunt doar aceia care depind strict de starea
in care se afla sistemul la momentul respectiv, deci ale caror valori numerice nu depind de
trecutul sistemului, adica de alte stari in care s-ar fi putut afla sistemul intr-un moment anterior.
Valorile unora dintre parametrii de stare pot fi masurate direct, iar ale altora pot fi determinate
indirect, prin calcul, in functie de valori masurate.

Pentru a defini un sistem se aleg ca parametri de stare proprietatile care influenteaza
sau sunt influentate de fenomenul studiat, deci care se considerd a fi utile pentru rezolvarea
problemelor avute in vedere. In cadrul termotehnicii se utilizeaza in general parametrii termici
de stare presiune, volum si temperaturd (care pot fi masurati direct) si parametrii calorici de
stare energie internd, entalpie, entropie si exergie (care se calculeaza). Doi dintre acestia sunt
definiti in alte domenii ale stiintei si anume volumul in Geometrie (Pitagora ~ 550 1.C.) si
presiunea in Mecanica (Pascal - 1663 d.C.). Ceilalti sunt definiti in cadrul termodinamicii.

Parametrii ale caror valori nu depind de masa sistemului (ca de exemplu presiunea si
temperatura) se numesc parametri intensivi. Acestia se simbolizeaza 1n general prin litere mici,
de exemplu presiunea fiind notatd de obicei cu “p”. O exceptie de la aceastd reguld este
temperatura, care prin conventie se noteaza cu “7” cand este vorba de temperatura absoluta in
scara Kelvin si cu “#” 1n orice altd scard de masurare a temperaturilor.

Parametrii ale caror valori depind de masa sistemului se numesc parametri extensivi si
se simbolizeaza in general prin litere mari: volumul - “}”’; energia internd - “U”; entalpia - “H”
sau “I”’; entropia - “S”. O exceptie de la aceasta regula este exergia, notata ce obicei “Ex”. Din
orice parametru extensiv se poate obtine prin raportare la masa sistemului un parametru
intensiv, numit parametru specific masic (sau uneori, prescurtat, parametru specific). Acesta
este simbolizat cu litera mica corespunzdtoare parametrului extensiv respectiv. De exemplu,
volumul specific masic se noteaza cu “v” si este inversul densitatii, fiind definit ca:

Vo1 |m
T | ke (1.1)
m p | kg
unde: ¥ [m’] - volumul total;
m [kg] - masa sistemului;

p [kg/m’] - densitatea.

Analog se definesc energia interna specificad masicd “u”, entalpia specifica masica “h”
sau “i”, entropia specifica masica “s” si exergia specifica masica “ex”.

Starea unui sistem poate fi de echilibru sau de neechilibru (in afara de echilibru) dupa
cum parametrii de stare rdman constanti sau respectiv se modifica atunci cand sistemul este
izolat fata de mediul inconjurator. In cazul unui sistem termodinamic, din conditiile de izolare
fatd de mediul inconjurdtor se pot exclude influentele campurilor de forte externe, ca de
exemplu campul gravitational.



Intr-o stare de echilibru termodinamic masa, presiunea si temperatura sistemului sunt
constante in tot volumul sistemului. Un sistem care se afld in echilibru termodinamic cu mediul
inconjurdtor are aceeasi presiune si temperaturd cu acesta, deci nu este necesar sa fie izolat
pentru a ramane in starea de echilibru respectiva.

Modificarea stdrii unui sistem termodinamic, respectiv trecerea sa dintr-o stare initiald
intr-o stare finald, datoritd interactiunilor cu mediul inconjurdtor (prin schimb de energie) se
numeste proces termodinamic. Un proces in urma caruia sistemul revine in starea initiala, fard a
trece de doua sau mai multe ori prin nici o stare intermediara, se numeste proces ciclic.

Marimile care caracterizeaza un proces termodinamic se numesc parametri de proces.
Spre deosebire de parametrii de stare, parametrii de proces nu existd (si deci nu au valori) in
stari de echilibru ale sistemului, ci doar in timpul desfasurarii unui proces. Parametrii de proces
sunt in general cantitdti care caracterizeaza interactiunile dintre sistem si mediul inconjurator si
care produc modificari (variatii) ale valorilor parametrilor de stare. Un exemplu de parametru
de proces este /ucrul mecanic, acesta fiind definit (in cadrul Mecanicii) ca o cantitate de energie
schimbata prin interactiune mecanica, la scard macroscopica.

Un proces In urma caruia un sistem poate reveni in starea initiald fara sa apara
modificari remanente nici In sistem, nici in afara acestuia, se numeste proces reversibil. Un
proces care nu este reversibil se numeste ireversibil. Reversibilitatea si ireversibilitatea
proceselor va fi studiata mai amanuntit in legdturd cu principiul al doilea al termodinamicii.

Succesiunea starilor prin care trece un sistem in cadrul unui proces termodinamic din
starea initiald in starea finald se numeste transformare termodinamicd. In continuare, o
transformare din starea initiald “1” 1n starea finald “2” va fi notata “transformarea 1—2".

O transformare pe parcursul careia sistemul trece numai prin stari de echilibru infinit
apropiate se numeste transformare cvasistatica. Daca cel putin una dintre stdrile intermediare
este o stare de neechilibru, transformarea se numeste nestatica.

Postulatul de stare aratd ca orice stare de echilibru a unui sistem termodinamic este
complet definita de valorile a doi parametri de stare independenti.

Pe baza postulatului de stare rezulta ca
P toate starile de echilibru ale unui sistem pot fi
reprezentate in diagrame plane in functie de doi
parametrii de stare independenti. O diagramd des
utilizatd in termotehnica este diagrama p-v (figura
1.3). Intr-o diagrami de acest tip transformdrile
cvasistatice se pot reprezenta prin curbe continue,
numite curba sau drumul transformarii, deoarece la
acestea toate stdrile intermediare sunt stari de
echilibru, de exemplu transformarea 1—2 pe
drumul “a” (sau transformarea 1a2) din figura 1.3.
Figura 1.3: Transformare cvasistatica Transformarilor nestatice nu pot fi reprezentate prin
(1a2) si nestaticd (1b2) in diagrama p-v  curbe continue, deoarece cel putin o stare
intermediara nu este stare de echilibru, deci nu
poate fi reprezentatd printr-un punct pe diagrama
pland. Ele pot fi reprezentate aproximativ prin linii intrerupte, dar acestea nu reprezinta practic
drumul transformarii, ci doar faptul ca sistemul trece din starea initiala 1 in starea finald 2 in
urma unei transformari nestatice (in figura 1.3, transformarea nestatica 1b2).

Pentru reprezentarea diagramelor plane de acest tip se aleg de obicei doi parametri de
stare intensivi, diagrama fiind astfel valabild pentru unitatea de masa (1 kg) din sistemul
respectiv. Pentru un sistem de masa “m”, valorile parametrilor extensivi se obtin prin Tnmultire
cu masa sistemului.

v



Exista procese in timpul carora nu toti parametrii de stare sunt independenti. In cazul
unui proces de schimbare a starii de agregare (solidificare - topire, vaporizare - condensare,
sublimare - desublimare), presiunea si temperatura nu sunt parametrii independenti. Cat timp
presiunea sistemului este constantd si temperatura sa ramane constantd, pana cand toatd masa
sistemului trece Intr-o singurd stare de agregare. Numarul de stiri de echilibru posibile in
timpul unui astfel de proces este infinit, deoarece partea din substanta respectiva care se afla in
una din cele doui stiri de agregare poate avea orice valoare intre 0 i 100%. Intr-o diagrama p-
T, toata aceastd infinitate de stiri va fi reprezentatd printr-un punct, in timp ce in orice alte
coordonate ele vor fi reprezentate printr-o curba continua.

1.3 Proprietatile parametrilor de stare si de proces

Consideram o transformare elementara (infinit micd) in urma careia sistemul trece Intr-
o stare finala infinit apropiatd celei initiale. In unele cazuri particulare, unul sau mai multi
parametri de stare rdman constanti, dar cel putin unul dintre ei trebuie sd se modifice pentru ca
starea finald sa fie diferitd de cea initiald. Variatia parametrilor de stare in urma unui proces
elementar se numeste variatie elementara (ea fiind infinit micd) si matematic aceasta reprezinta
diferentiala totalda a marimii respective (de exemplu dp - diferentiala totala a presiunii sau
variatia elementara a presiunii in urma unei transformari elementare).

De asemenea existd integrala definitd a diferentialei oricarui parametru de stare, Intre
oricare douad stari de echilibru (1 si 2), ea reprezentand variatie finitd a parametrului respectiv in
urma unei transformari finite 1 -2, de exemplu:

2
Jdo=p,-p, (12)

De céte ori un sistem revine Intr-o stare data, toti parametrii de stare revin la valoarea
corespunzatoare stdrii respective, deci integrala pe un contur inchis a diferentialei oricarui
parametru de stare este nuld, de exemplu:

fdp=0 (1.3)

Dintre parametrii de proces utilizati in studiul termotehnicii, doar lucrul mecanic este
definit In cadrul Mecanicii, ca fiind cantitatea de energie schimbatad prin interactiune mecanica,
la scard macroscopicd. Lucrul mecanic se simbolizeaza in general cu “L” i, fiind o cantitate de
energie, unitatea sa de masura in Sistemul International este cea a energiei, respectiv Joule (J).
Lucrul mecanic este un parametru intensiv, deoarece in aceleasi conditii de interactiune intre
sistem si mediul inconjurator, cantitatea de energie schimbatd depinde de masa sistemului. Prin
raportare la masa sistemului, se poate defini parametrul intensiv corespunzator, lucru mecanic
specific masic, simbolizat “/”” si avand ca unitate de masurd in Sistemul International [J/kg]:

L ! 1.4
g (1.4)

Fiind un parametru de proces, lucrul mecanic nu caracterizeaza starea sistemului, ci
procesul prin care trece acesta. Lucrul mecanic specific schimbat cu mediul inconjurator de
unitatea de masa din sistem se numeste lucru mecanic specific elementar. Acesta este o
cantitate infinit micd de energie, nu o variatie a unei marimi, deci nu reprezintd o diferentiald
totald si, pentru a pune in evidentad aceasta diferenta fatd de parametrii de stare, se utilizeaza in
general notatia “d/”, iar pentru lucrul mecanic elementar al unui sistem de masa “m”, “SL”.

In cazul unui proces in timpul caruia sistemul sufera o transformare finita 1—2, lucrul
mecanic si lucrul mecanic specific schimbat de sistem, respectiv de unitatea de masa din sistem,



reprezintd suma cantitatilor corespunzdtoare schimbate pe parcursul tuturor transformarilor
elementare care compun transformarea finita, deci sunt cantitati finite si nu diferente. Pentru a
pune in evidentd aceste deosebiri fata de parametrii de stare, se vor utiliza urmatoarele notatii:

2
Ly = [ 81 [i} (1.5)
1 kg

2 2
Ly=mly=|mdi=[8L [J] (1.6)
1 1

Indicii reprezinta starile initiala si finald ale transformarii (in aceasta ordine) si limitele
de integrare nu se scriu la dreapta simbolului integralei, ci deasupra (sau chiar la stanga) lui.

1.4 Ecuatii termice de stare

Conform postulatului de stare, orice parametru de stare se poate determina in functie de
oricare alti doi parametrii de stare independenti. O relatie functionald intre trei parametri de
stare se numeste ecuatie de stare. Daca toti cei trei parametrii dintr-o ecuatie de stare sunt
parametri termici de stare (presiunea, volumul specific §i temperatura), atunci aceasta se
numeste ecuatie termica de stare $i matematic se poate scrie in forma urmatoare:

f(pv.T)=0 (1.7)

Daca se utilizeaza un parametru de stare extensiv, respectiv volumul total (V), atunci in
ecuatia termicd de stare se va utiliza si masa (m), adica:

f(pv.T.m)=0 (1.8)

Explicitand unul dintre parametrii ca functie de ceilalti doi, ecuatia termica de stare se
poate pune sub oricare din formele de mai jos, care sunt la randul lor ecuatii termice de stare.

p=p7)
v:v(p,T) (1.9)
T= T(p,v)

Deoarece presiunea, volumul specific §i temperatura sunt parametrii de stare, accepta
diferentiala totala si atunci ecuatiile termice de stare se pot scrie sub forma diferentiala astfel:

8 8

dp:(—pj dv+(—pj T (1.10)
ov r 0 )

d —(@) d +(ﬁ) dT (1.11
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dT:(—j dp+(—) dv (1.12)
ap/, ov »

Inlocuind in ecuatia 1.10 diferentiala temperaturii (d7) cu ecuatia termica de stare in
forma diferentiala (1.12), se obtine:
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Utilizand proprietatile derivatelor:

dv [8\2) ) (8\1) 1

@r _ | 22 si ) D

dp \ap), &/, (817)
ov/

(5, () 5] -2, (5],

Se obtine astfel forma diferentiala generald a ecuatiei termice de stare, valabila pentru
orice sistem termodinamic, indiferent de natura sa chimica:

(a_pj (G_Tj (@] = (1.13)
or/, \ov/ , \dp/, ’
Derivatele partiale din ecuatia 1.13 au semnificatie fizicd, reprezentand variatia unuia

dinte parametrii in functie de altul, cand al treilea ramane constant. Pe baza acestora se pot
defini urmatorii coeficienti termodinamici:

si impartind cu dp, rezulta:

=[5,

v

1(¢
e coeficientul de dilatare izobarica: a:—(a—[;j (1.14)
\%
p
: e L(op
e coeficientul de compresibilitate izocorica: = \ar (1.15)
p v
) ot . . 1(ov
e coeficientul de compresibilitate izotermica: y=—— W (1.16)
v\dp/

Inlocuind in ecuatia 1.13 expresiile coeficientilor termodinamici, se obtine o relatie de
calcul a presiunii de forma:

o
By

Valorile coeficientilor termodinamici sunt determinate experimental pentru substantele
des utilizate in practica si pot fi utilizate pentru calcularea unor parametri de stare atunci cand
nu este cunoscuta ecuatia termica de stare pentru substanta respectiva.

Pentru a putea compara proprietatile termodinamice ale diferitelor substante, mai ales
ale gazelor, in aceleasi conditii de presiune si temperatura, este necesara definirea unei stari de
referintd, numitd de obicei stare normala si care poate fi usor reprodusa practic in conditii de
laborator. In prezent sint acceptate doua stiri de referinta, definite prin anumite valori ale
presiunii §i temperaturii. Acestea sunt:

1. Starea normala fizica, notatd cu indice “N”, in care temperatura este t = 0°C (sau
Ty = 273,15 K) si presiunea py = 760 mmHg = 760 torr = 1 atm = 101.325 N/m” =
=101.325 Pa=1,01325 bar;

2. Starea normala tehnica, notata cu indicele “n”, in care temperatura este #, = 20°C
(sau T, = 293,15 K) si presiunea p, = 1 kgf/cm® = 1 at = 98066,5 Pa = 0,981 bar.

(1.17)



PRINCIPIUL ZERO AL TERMODINAMICII

Principiul zero al termodinamicii a fost enuntat de Maxwell in 1891, dupa ce Clausius,
in 1850, reformulase enunturile si numerotase principiile intai si al doilea, iar aceste denumire
erau deja utilizate curent. In aceste conditii, deoarece principiul descoperit de Maxwell trebuie
enuntat, in ordine logica, Tnaintea principiului intai, i-a fost atribuit numarul “zero”.

Dupa cum a aratat Sommerfeld (1962), enuntarea fiecarui principiu al termodinamicii
necesitd introducerea unui nou parametru de stare, care nu este definit in nici un alt domeniu al
stiintei. Pentru enuntarea principiului zero este necesara definirea femperaturii ca parametru de
stare, aceasta fiind una dintre notiunile fundamentale ale termodinamicii. Principiul zero al
termodinamicii permite fundamentarea logica a definirii scarilor de temperatura si a aparatelor
de masura numite generic termometre.

Notiunea de temperaturd si mai ales de cald si rece exista de mult in limbajul comun,
senzatia psihofiziologica de cald si frig, foarte subiectiva de altfel, fiind un mijloc de estimare a
temperaturii, dar in nici un caz de masurare a acesteia. Incercari de a construi aparate care si
pund in evidentd modificari ale temperaturii au existat incd din antichitate, dar procesul de
masurare presupune definirea unei unititi de masurd si a unei scari de valori pentru marimea
respectiva si etalonarea corespunzatoare a aparatului de masurd. Primele dispozitive cunoscute
care puneau in evidentd modificari ale temperaturii au fost construite de Filon din Bizant (sec.
IIT si 11 1.C.) si de Heron din Alexandria (sec. I 1.C.), acestea fiind insa doar fermoscoape, nu
termometre. La mijlocul secolului XVII d.C. au aparut primele termoscoape cu coloana de
lichid, care au dus la definirea primelor scari empirice de temperaturd si la construirea primelor
termometre, care nu mai erau influentate i de variatiile de presiune. Revenirea la termometrele
cu gaz (in sec. XVIII d.C.) a dus la aparitia conceptelor de gaz ideal si temperatura absoluta.
Istoricul acestei evolutii este foarte bine sintetizat de Stoian si Valeria Petrescu (1983), intr-o
prezentare placutd, care poate constitui o lecturd interesantd chiar si pentru nespecialisti.

2.1 Temperatura

Pentru a introduce logic, printr-o metoda deductiva, un nou parametru de stare, se pot
face experiente cu o instalatie de tipul celei prezentate in figura 2.1.

Instalatia constd din doud incinte A si B, despartite
perete metalic de un perete metalic rigid foarte subtire si izolate fatd de
PA SP subtire (diatermic) () ps  mediul inconjuritor prin pereti rigizi grosi dintr-un material
| | poros. In fiecare dintre cele doui incinte se poate introduce
orice cantitate doritd dintr-un anumit gaz. Volumele celor
doua incinte (Vo si V) se cunosc, iar presiunile gazelor din
interiorul acestora (pa si pp) pot fi masurate. Modificand
masele de gaz din interior (ma si mp), se vor modifica si
volumele specifice ale celor doud sisteme (va = Va/ma si
perete gros poros (adiabatic) vg = Vp/mg), cu toate cd volumele totale nu se modifica. Se
pot deci modifica starile termodinamice ale sistemelor A si B

pentru tealizarea experientelor descrise in continuare.
Initial se introduc in incintele A si B masele ma; si mp; (cunoscute) din doud gaze
diferite. In fiecare incinta se stabileste cate o stare de echilibru initiald, cu parametrii de stare v
si pai, respectiv v si ppi. Ulterior, se constata ca presiunile din cele doud incinte incep sa se
modifice (masele si deci si volumele specifice raman constante, sistemele A si B fiind inchise).
Dupa un anumit timp, numit timp de relaxare, se constata cad presiunile din incintele A si B
raman constante, stabilizandu-se la valorile par i respectiv pgy, diferite de valorile initiale din

A B

Figura 2.1: Echilibrul termic



fiecare incinta si in general diferite intre ele (par # pai, PBr # PBi $1 par # par). Decl in final se
stabileste o noud stare de echilibru in fiecare sistem, precum si in sistemul compus (A+B), care
ramane stabila 1n continuare indiferent de modificarile care apar in mediul inconjurator.

Din analizarea acestui experiment simplu se pot trage mai multe concluzii si se pot
introduce unele notiuni specifice studiului termodinamicii.

In starea initiala, sistemele A si B, desi erau fiecare in cate o stare de echilibru, nu erau
si in echilibru intre ele, deoarece aceste stdri initiale se modifica fard o interventie din exterior.
Ele nu pot interactiona cu mediul inconjurator, deoarece dupa trecerea timpului de relaxare
starile lor nu se modificd, indiferent de modificarile care apar in mediul inconjurator. Inseamna
ca sistemele A si B interactioneazd numai intre ele. Peretele metalic subtire care separa cele
doua incinte fiind rigid, el nu se deplaseaza la scara macroscopica, deci nu existd interactiune
mecanicd intre sistemele A si B, dupa cum nu exista nici alte tipuri de interactiuni, definite in
alte domenii ale stiintei (de exemplu interactiune electricd sau magnetica). Interactiunea dintre
cele doud sisteme are loc la scard microscopica si se numeste interactiune termica. Starea de
echilibru care se stabileste in sistemul compus (A+B) in urma interactiunii termice se numeste
stare de echilibru termic. Un perete care permite interactiunea termicd se numeste diatermic, iar
un perete care nu permite acest tip de interactiune se numeste adiabatic. Peretele metalic
subtire este un bun exemplu de frontierd diatermicd, iar peretele gros si poros de frontierd
adiabatica. Evaluarea cantitativd a interactiunii termice se va studia in cadrul principiului intai
al termodinamicii, iar evaluarea calitativa in cadrul principiului al doilea al termodinamicii.

Conform postulatului de stare, orice stare de echilibru a unui sistem termodinamic este
complet determinata de valorile a doi parametrii de stare independenti, de exemplu presiunea i
volumul specific. In ambele sisteme presiunile se modifica in transformarea de la starea initiala
la starea finald, in timp ce volumele specifice riman constante. In concluzie existi un alt
parametru de stare care trebuie sa se modifice Tn ambele sisteme in timpul acestei transformari si
care in starea initiald avea valori diferite in sistemele A si B, iar in starea finald are aceeasi
valoare in ambele sistemele, astfel incat sistemul compus (A+B) sd ajungd intr-o stare de
echilibru termic. Acest parametru se numeste temperatura $i se va nota provizoriu cu “@’ (nu
cu “r” sau “T”, deoarece nu este inca definitd o scard de temperaturi). Temperatura este un
parametru intensiv deoarece intr-o stare de echilibru are aceeasi valoare in tot sistemul, deci nu
depinde de masa acestuia. Se poate acum da o definitie sinteticd a temperaturii.

Temperatura unui sistem este un parametru de stare intensiv care arata daca acesta
se afla sau nu in echilibru termic cu un alt sistem sau cu mediul inconjurator.

Pentru fiecare pereche de valori ale presiunii si volumului specific in oricare din cele
doua sisteme existd o singurd valoare a temperaturii in sistemul respectiv, datd de ecuatia de
stare = f(p, v). Pentru un anumit sistem se pot atribui valori numerice temperaturii in unele
stari de echilibru, ceea ce inca nu inseamna ca a fost definitd o scarda de temperaturi. Daca se
alege de exemplu sistemul B, pentru o stare de echilibru determinata de valorile pg si vg, se
poate atribui temperaturii valoarea 6;.

Se poate realiza un set de experimente in care starea de echilibru termic a sistemului
compus (A+B) sa se realizeze astfel incat starea finala a sistemului B sa fie aceeasi, deci in care
parametrii de stare ai sistemului B sa aiba valorile pgfi, ves $i respectiv Gssi = G(pssi, vari), dar
in care starile finale ale sistemului A sunt diferite, determinate de perechile de parametri de stare
(Paf1> vafl), (Paf2, Var), (DA, Vars) etc. In toate aceste stari ale sistemului A temperatura are este
aceeasi cu a sistemului B, adica 6.



Daca se reprezinta in diagrama p-v toate
Pa )\ starile de echilibru ale sistemului A in care acesta are
temperatura 6Ggp, se constatd cd ele formeaza o
curba. Curba astfel obtinutd se numeste izoterma si
reprezintd totalitatea starilor sistemului A in care
aceasta are aceeasi temperaturd cu sistemul B aflat in
starea cu temperatura Gss; = Apgf, VBr). Se€ poate
ridica grafic o familie de izoterme ale sistemului A,
Pas pentru valori diferite ale temperaturii sistemului B
(6B, Bs13 etc.). Se constata ca ele sunt curbe care nu
Van Van Van Vx  se pot intersecta, deoarece In nici o stare de echilibru
temperatura nu poate avea doud valori diferite.
Analog se poate ridica grafic si familia de
izoterme ale sistemului B. Se pot determina in
diagrama p-v izotermele corespondente ale celor doua sisteme, respectiv izotermele pentru care
temperatura are aceeasi valoare In ambele sisteme. Se constatd cd forma curbelor nu este
identica pentru cele doua sisteme, deci ele depind de natura sistemului. In concluzie ecuatia
termicd de stare este o caracteristica de material, ea avand forme diferite pentru sisteme cu
compozitie chimica diferita.

7 — 0= O(Pus> Virs)

Pan

Figura 2.2: Izoterme ale sistemului A

2.2 Principiul zero al termodinamicii

Consideram o instalatie experimentald
Pc similara celei din figura 2.1, dar formata din trei
@_ C incinte (A, B si C) de volume cunoscute (Va, Vs
Ve si V¢) in care se pot introduce cantitati cunoscute
din trei gaze diferite (ma, mp $i mc) ale caror
Da 1 3 pe presiuni pot fi masurate (pa, ps $i pc).
@_ A @ Sistemul compus (A+B+C) este izolat
2 B adiabatic fatd de mediul inconjurator. Peretii 1,
2 si 3 dintre cele trei incinte sunt amovibili,
putdnd fi inlocuiti independent astfel incat sa
permitd sau nu interactiunea termica intre
sistemele pe care le separd, deci astfel incat sa
fie diatermici sau adiabatici dupd necesitatile
experimentului (vezi figura 2.3).

Va Ve

Figura 2.3: Instalatie experimentala
pentru ilustrarea principiului zero
al termodinamicii

Se pot efectua o serie de experimente
astfel incat sa se obtind o stare finala in care de exemplu daca peretii 1 si 2 sunt pe rand sau in
acelasi timp Inlocuiti cu pereti diatermici, n timp ce peretele 3 este adiabatic, presiunile in cele
trei incinte sd nu se modifice. Aceasta inseamna ca sistemul A este simultan sau succesiv in
echilibru termic atat cu sistemele B si C. Daca in aceasta stare se inlocuiesc peretii 1 si 2 cu
pereti adiabatici ti peretele 3 cu unul diatermic, se constatd ca presiunile sistemelor B si C
raman de asemenea constante, deci si sistemele B si C se afla in echilibru termic intre ele. Pe
scurt, daca simultan sau succesiv Os = 6 si Oy = G, atunci si & = G, ceea ce este de altfel
evident.

Atunci principiul zero al termodinamicii care se poate enunta astfel:



Daca un sistem se afla simultan sau succesiv in echilibru termic cu alte doua sisteme
atunci acestea sunt la randul lor in echilibru termic intre ele.

Principiul zero al termodinamicii permite stabilirea scarilor de temperaturi si totodata
construirea unor aparate pentru masurarea temperaturii numite generic termometre.

Definirea unei scdri empirice de temperaturi necesita alegerea unui anumit sistem ca
sistem etalon, pentru care se defineste o scard de valori si se alege o denumire pentru unitatea de
masurd a temperaturii. Definirea scarilor empirice de temperaturi va fi tratatd in urmatorul
subcapitol.

Pentru realizarea unui termometru, se alege un sistem care are un parametru masurabil
care variaza cu temperatura, numit proprietate termometrica (de exemplu: presiunea unui gaz la
volum constant, volumul unui gaz la presiune constanta, lungimea coloanei de lichid intr-un tub
capilar, rezistivitatea electrica a unui conductor etc.). Sistemul ales, impreuna cu aparatul de
masurd al proprietdtii termometrice, se numeste termometru. Termometrul este etalonat prin
aducere in echilibru termic cu anumite stari ale sistemului etalon. In fiecare stare aleasd se
marcheazd pe scala aparatului de masurd al proprietdtii termometrice valoarea numerica
atribuitd temperaturii in scara definitd pentru sistemul etalon. Se aduce apoi termometrul in
echilibru termic cu un alt sistem a carui temperaturd se doreste a fi cunoscutd si se citeste
valoarea temperaturii indicatd de termometru. Pe baza principiului zero al termodinamicii, se
poate spune cd temperatura sistemului de masurat este aceeasi cu cea a sistemului etalon in
starea in care acesta era in echilibru termic cu acea stare a termometrului in care indicatorul se
afla in dreptul aceluiasi reper de pe scala aparatului de masura a proprietdti termometrice.

2.3 Scari de temperatura

Pentru definirea unei scari empirice de temperatura este necesara alegerea unui sistem
etalon si a uneia sau mai multor stari usor reproductibile ale acestuia, cel putin in conditii de
laborator, numite puncte fixe. Pentru punctele fixe se atribuie o valoare temperaturii §i se
defineste unitatea de masura. Primele scari de temperatura au fost definite prin alegerea a doua
puncte fixe, atribuirea unor valori numerice temperaturilor din aceste stari si definirea unitatii de
madsura prin Tmpartirea intervalului de temperaturi astfel obtinut Intr-un anumit numéar de parti
egale, care au fost In general denumite grade. Primele puncte fixe utilizate erau definite destul
de imprecis, ca de exemplu temperatura zapezii si a flacdrii unei lumanari (Santorio),
temperatura corpului uman sanatos (Fahrenheit), sau stari de schimbare a starii de agregare ale
anumitor substante cu compozitia chimica nu foarte precis definitd si la presiuni neprecizate.
Punctele fixe ale scarilor empirice de temperaturi utilizate in prezent sunt definite foarte exact.

Scara de temperaturi a carei utilizare este inca practic generalizata in Europa este scara
Celsius. Aceasta este o scard empirica, definitd de fapt de J. P. Christin in 1742 si utilizata din
1743 de A. Celsius intr-o forma inversata. Sistemul etalon utilizat pentru definirea scarii
Celsius este apa purd. Punctele fixe sunt definite in prezent astfel:

1. starea de topire-solidificare la presiune normala fizica (pxy = 760 torr), in care se
atribuie temperaturii valoarea zero;

2. starea de vaporizare-condensare la presiune normald fizicd, in care se atribuie
temperaturii valoarea 100.

Intervalul de temperatura dintre cele doua puncte fixe se imparte in 100 de parti egale.
O diviziune reprezinta unitatea de masurd a temperaturii in scara astfel definita si se numeste
grad Celsius (°C). Astfel definita, scara Celsius corespunde scarii absolute Kelvin.

Scara empirica de temperaturi utilizatd in tarile anglo-saxone este scara definitd de
Fahrenheit in 1709. Aceasta este definitd analog scarii Celsius, dar are alte puncte fixe si alta
unitate de masurd, numitd grad Fahrenheit (°F). Punctul de 0°F corespunde unui anumit



amestec refrigerent, iar punctul de 100°F (in prezent 96°F) temperaturii corpului uman sanatos.
Scara termodinamica absolutad corespondenta scarii Fahrenheit este scara Rankine.

O alta metoda de definire a unei scari empirice de temperaturd constd in alegerea unui
sistem etalon si a unui punct fix, atribuirea unei valori numerice temperaturii punctului fix ales,
alegerea unui sistem cu o proprietate termometricd (numit corp termometric), determinarea
functiei de variatie a proprietdtii termometrice cu temperatura i atribuirea unui nume unitatii de
masurd rezultate.

Singurul punct fix folosit din anul 1954 este punctul triplu solid - lichid - vapori al
apei, respectiv starea in care apa purd coexista in echilibru in starile de agregare solida, lichida
si gazoasd. Aceasti stare este relativ simplu de realizat in conditii de laborator. In acest scop se
utilizeaza un vas de sticla cu pereti dubli. Volumul dintre peretii dubli se umple cu apa (pentru
evacuarea aerului), dupa care o parte din apa este scoasd fara a permite intrarea aerului si se
inchide tubul de comunicare cu exteriorul. Se introduce un lichid refrigerent in vas si se raceste
apa dintre peretii dubli pana cand se observa formarea unei cruste groase de gheata pe peretele
interior. Se goleste lichidul refrigerent si se asteaptd pana cand intre crusta de gheata si peretele
interior apare un strat de apa. In acest moment apa dintre peretii dubli se afla in punctul triplu.
Presiunea vaporilor de apd din partea superioard a incintei dintre peretii dubli este py = 610,8
N/m* = 0,006108 bar. Daci se utilizeazi pentru proprietatea termometrica unitatea de masura
din sistemul international si se atribuie temperaturii punctului triplu al apei valoarea 273,16,
atunci scara de temperaturi astfel definitd se suprapune scarii termodinamice absolute de
temperaturi, deci se poate utiliza pentru temperatura notatia “7” si unitate de masura Kelvin (K).
In sistemul anglo-saxon de unititi de masuri, temperatura punctului triplu al apei are in scara
termodinamica absolutad Rankine valoarea # = 491,688°R (grade Rankine).

Corpurile termometrice sunt sisteme care au un parametru masurabil care variaza (in
general liniar) cu temperatura, cel putin atunci cand alti parametrii sunt mentinuti constanti. In
practica se aleg cateva sisteme particulare in calitate de corpuri termometrice, pentru a servi ca
termometre standard. Acestea sunt:

e termocuplul, la presiune constantd si curent zero, proprietatea termometrica fiind
tensiunea termoelectromotoare (ttem);

e termorezistenta, (de obicei din rezistenta platind), la presiune constantd si alimentata
la o tensiune constanta, proprietatea termometrica fiind rezistenta electrica (R);

e lichidul dintr-un rezervor care comunica cu un tub capilar, proprietatea termometrica
fiind lungimea coloanei de lichid in tubul capilar;

e un gaz (In general la presiune foarte mica) aflat la presiune sau la volum constant,
proprietatea termometrica fiind celdlalt parametru termic de stare.
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care permite deplasarea pe verticald a celui de al
doilea tub, care este deschis la partea superioara.

Manometrul diferential masoara
diferenta dintre presiunea gazului din rezervor (p) si presiunea atmosferica (p,):

pP—p,=p-g-A [Nm’] (2.1)

unde: p [kg/m’] - densitatea lichidului manometric;
g [m/s’] - acceleratia gravitationald (9,80665 m/s);
Ah [m] - diferenta de nivel intre cele doud tuburi ale manometrului.

Figura 2.4: Termometru cu gaz
la volum constant

Conform ecuatiei termice de stare, temperatura gazului din rezervor este o functie de
presiune si volumul specific: 8= @ (p, v). In cazul in care volumul gazului rimane constant,
temperatura este functie numai de presiunea. Postuland variatia liniara a temperaturii gazului cu
presiunea (la volum constant), se poate scrie:

0=0(p)-=u=ap ; la v = constant (2.2)

(13 ,9

Valoarea constantei de proportionalitate “a” se calculeazd masurand presiunea gazului
(py) in starea de echilibru termic cu sistemul etalon aflat in punctul fix (punctul triplu al apei) si
atribuind o valoare numericd temperaturii corpului termometric in aceasta stare. Unitatea de
misuri a constantei de proportionalitate se determina din unitatea de masurd a presiunii (N/m?)
si cea atribuita temperaturii. Atribuind temperaturii punctului fix valoarea numerica 273,16 si
unitatea de masura Kelvin (K), se obtine:

273,16 K 23)
a= .
Dy N/ m?
Temperatura in scara termometrului cu gaz la volum constant, notata “s’, se poate
calcula, in functie de presiunea masurata (p) a gazului in starea respectiva, cu rela;ua.
4
t= 273,16-(—} [K] (2.4)
P+

Masuratorile presiunii sunt afectate de erori cauzate de urmatoarele surse, dintre care
unele pot fi evitate prin proiectarea §i constructia termometrului, iar altele trebuie corectate prin
calcul:

1. Temperatura gazului variazd in tubul capilar de la valoarea din rezervor (care se
doreste a fi masuratd), pana la cea din volumul mort (temperatura mediului ambiant);



2. Volumele rezervorului, tubului capilar si spatiului mort se modifica datoritd variatiei
temperaturii si chiar si a presiunii;

3. Datoritd efectului Knudsen, in tubul capilar apare un gradient de presiune dacd
diametrul acestuia este comparabil cu drumul liber al particulelor gazului;

4. Cu cat scade temperatura gazului, creste efectul de adsorbtie al acestuia pe peretii
metalici ai rezervorului si ai tubului capilar;

5. O parte din gaz se poate dizolva 1n lichidul manometric, care in plus nu este perfect
incompresibil, adica iti poate modifica densitatea la modificarea presiunii, chiar daca
este mentinut la temperatura constanta.

Deoarece ecuatia termica de stare este specifica fiecarui gaz in parte, este de asteptat ca
scara de temperaturi a termometrului cu gaz la volum constant si depinda de natura gazului. In
plus, variatia liniara a temperaturii cu presiunea la volum constant a fost postulata, deci nu a fost
demonstrata sau verificata in cele prezentate mai sus.

2.4 Scara de temperaturi a termometrului cu gaz ideal la volum constant

Se poate constata experimental ca 1n alte stari ale gazului in afara de cea de echilibru cu
punctul triplu al apei se obtin valori diferite ale temperaturii in functie de natura gazului si de
cantitatea de gaz care ocupa volumul constant.

Presupunem cd efectudm cate un set de experimente identice utilizdnd succesiv in
rezervorul unui termometru cu gaz la volum constant (figura 2.4) trei gaze diferite, denumite
“gaz 17, “gaz 27 si “gaz 3”. Se introduce in rezervorul termometrului o anumitd cantitate de
gaz, astfel incat presiunea acestuia in punctul fix (starea de echilibru cu punctul triplu al apei) sa
fie p. = 1.000 mmHg. Se aduce rezervorul de gaz in echilibru termic cu un sistem continand apa
purd care vaporizeaza la presiunea starii normale fizice (py = 760 mmHg). Se masoara
presiunea gazului din rezervorul termometrului si se calculeaza temperatura cu relatia (2.4). Se
repetd aceastd masuratoare scotand succesiv anumite cantitdti de gaz din rezervor, astfel incat
presiunea acestuia in punctul fix sd fie 750 mmHg, 500 mmHg si respectiv 250 mmHg. Se
constatd cd utilizand cantitati diferite din acelasi gaz se obtin patru valori diferite ale
temperaturii masurate n aceeasi stare (de vaporizare-condensare a apei la presiunea normala
fizicd), deci se obtin patru scéri diferite de temperaturi. Se reprezinta grafic cele patru valori ale
temperaturii 1n functie de presiunea gazului din rezervor in punctul fix (diagrama 7-p; din figura
2.5). Se repetd acelasi set de experimente utilizand succesiv gazul 2 si gazul 3, reprezentand
valorile masurate pe aceeasi diagrama 7-p;.
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Figura 2.5: Temperatura stérii de vaporizare-condensare a apei la presiunea de 760
mmHg, masurata cu diferite termometre cu gaz la volum constant

Se constata ca punctele corespunzatoare fiecarui gaz in parte se ordoneaza dupa cate un
segment de dreapta. In plus, daci se prelungesc aceste segmente de dreapti, se constata cd toate
se intersecteaza In acelasi punct, la temperatura de 373,15 K si la presiunea gazului in punctul
fix py = 0 mmHg.

In concluzie, scara de temperaturi a termometrului cu gaz la volum constant depinde nu
numai de natura gazului, ci si de cantitatea de gaz din rezervor. Atunci insd cand presiunea
gazului tinde spre zero, toate gazele tind sd se comporte identic, indicand aceeasi valoare pentru
temperatura starii de vaporizare-condensare a apei la presiunea normala fizica.

Diferentele in comportarea gazelor sunt cauzate de marimea diferita a moleculelor (atat
ca volum, cét si ca masd) si de fortele diferite de interactiune dintre molecule. Odata cu
scaderea presiunii scade numarul de molecule din acelasi volum, deci creste distanta dintre ele,
volumul propriu al acestora si fortele de interactiune dintre ele devenind neglijabil.

Un gaz ale carui molecule nu au volum propriu si intre ale carui molecule nu exista
forte de interactiune se numeste gaz ideal. Gazul ideal nu existd in realitate, el fiind doar un
concept, dar orice gaz real tinde sa se comporte ca un gaz ideal atunci cand presiunea lui tinde
spre zero. In continuare, prin gaze ideale (la plural) vom intelege de fapt gaze reale a caror
comportare tinde spre comportarea gazului ideal.

Scara de temperaturi a termometrului cu gaz ideal la volum constant este practic tot o
scard empirica, dar ea corespunde perfect scarii termodinamice absolute de temperaturi, care nu
depinde de natura unui anumit sistem etalon si care se poate defini pe baza principiului al doilea
al termodinamicii. Din acest motiv, temperatura masurata in scara termometrului cu gaz ideal la
volum constant se noteazd cu “7” si unitatea de masurd este Kelvin (K), la fel ca in cazul
temperaturii absolute.

Dacd temperaturii corespunzatoare punctului triplu al apei i se atribuie n scara de
temperaturd a termometrului cu gaz ideal la volum constant valoarea de 273,16 K, atunci se
constatd experimental ca aceasta corespunde si scarii Celsius. Dupa cum se constatd din
graficul prezentat in figura 2.5, valoarea temperaturii indicata de termometrul cu gaz ideal la
volum constant este de 373,15 K pentru starea de vaporizare-condensare a apei la presiunea
normald fizica, stare care este al doilea punct fix in scara Celsius, in care temperaturii i se
atribuie valoarea de 100°C. Se poate constata experimental ca temperaturii de 0°C a primului
punct fix al scarii Celsius (starea de solidificare-topire a apei la presiunea normala fizica), 1i
corespunde in scara de temperaturi a termometrului cu gaz ideal la volum constant valoarea de



273,15 K. Scarile Celsius si Kelvin sunt deci echivalente, avand unitatea de masura de aceeasi
marime (1 K = 1°C), dar alt punct de zero si anume 0°C = 273,15 K, respectiv temperatura de
zero absolut 0 K = -273,15°C. Temperatura punctului triplu al apei este 273,16 K = 0,01°C.
Relatia de transformare a temperaturii din scara Celsius in scara Kelvin este:

T[K]=¢[°C] + 273,15 (2.5)

In mod similar se poate defini o scard absoluti de temperaturi care sa aiba unitatea de
masurd egald cu gradul Fahrenheit si punctul de zero la temperatura de 0 absolut. Aceasta se
numeste scard Rankine §i are unitatea de masurd numita grad Rankine (°R). Prin conventie,
temperatura se noteazd cu “f’ atat in scara Fahrenheit, cit si In scara Rankine. Relatia de
transformare a temperaturii din scara Fahrenheit 1n scara Rankine este:

t[°R] = ¢ [°F] + 459,67 (2.6)

Intre unitatile de masurd din scarile Kelvin, Celsius, Rankine si Fahrenheit exista
urmatoarea relatie:

1 K =1°C = 5/9°R = 5/9°F (2.7)

Daca punctele de zero ale scarilor termodinamice absolute Kelvin si Rankine sunt
identice (temperatura de zero absolut), deci 0 K = 0°R, punctele de zero ale scarilor Celsius si
Fahrenheit sunt diferite si anume 0°C = -32°F. Relatia de transformare a temperaturii din scara
Fahrenheit in scara Celsius este:

¢ [°C] = 5/9-(¢ [°F] - 32) (2.8)

Termometrele cu gaze ideale la volum constant prezinta avantajul ca sunt relativ usor
de realizat practic si sunt suficient de precise pentru a fi folosite ca termometre etalon in
institutii de metrologie, variatia temperaturii gazelor ideale fiind aproape liniard cu presiunea pe
un domeniu larg de temperaturd. FEle nu pot insa reproduce perfect scara termodinamica
absoluta de temperaturi, deoarece aceasta este definitd pe baza unor procese reversibile, acestea
neputad fi realizate in practica, dupa cum se va vedea in cadrul studierii principiului al doilea al
termodinamicii.

La a VII-a Conferinta Generala de Masuri si Greutdti din anul 1927 a fost adoptata
Scara Internationala Practica de Temperatura (SIPT), care a fost ulterior revizuitd de patru ori,
ultima datd in 1968 (la a XIII Conferintd de Masuri si Greutdti). Aceastd scard este o scara
conventionald de temperaturd alesa astfel incat sa poata constitui o aproximare bund a scarii
termodinamice absolute de temperaturd. SIPT-68 este definitd pe baza a 11 puncte fixe
principale si a 26 de puncte fixe secundare realizate ca stari bifazice sau triple ale anumitor
substante, n conditii foarte exact precizate. Aceste puncte fixe sunt definite intre 13, 81 K
(punctul triplu al hidrogenului) si 1.337,58 K (punctul de topire-solidificare al aurului la
presiunea normald fizicd px = 101.325 N/m?) si servesc la etalonarea aparatelor de masura
pentru diferite domenii de temperatura. Au fost de asemenea stabilite relatii matematice pentru
corelarea indicatiilor aparatelor de médsura cu valorile temperaturilor respective.

Conform STAS 2100-73, in Roménia se utilizeaza Scara Internationald Practica de
Temperatura (SIPT-68) pentru a aproxima scara termodinamica absoluta.

In figura 2.6 sunt prezentate schematic valorile catorva stiri specifice in cele patru scri
de temperaturd utilizate practic in prezent.



vaporizarea-condensarea apei

starea normala tehnica

punctul triplu al apei

starea normala fizica

zero Fahrenheit

zero absolut

t[°C] T'[K] t[°R] 1[°F]
100 373,15 671,670 212,00
20 293,15 527,670 68,000
0,01 273,16 481,688 32,018
0 273,15 491,670 32,000
-17,78 255,37 459,670 0
-273,15 0 0 -459,670

Figura 2.6: Temperaturi in scérile Celsius, Kelvin, Rankine si Fahrenheit



3. PRINCIPIUL INTAI AL TERMODINAMICII

3.1 Introducere

Primul principiu al termodinamicii este legea care se referd la transformarea si
conservarea energiei. Este cunoscut faptul ca energia este prezentd n naturd in multe forme
distincte. Diferite domenii ale stiintei studiaza anumite forme particulare de energie. De
exemplu mecanica se ocupa de studiul energiei cinetice a unui sistem aflat Tn miscare fatd de un
sistem de referintd considerat fix si a energiei potentiale a unui sistem aflat sub actiunea
campului gravitational terestru. In electromagnetism sunt introduse alte forme de energie
asociate campului electric si magnetic. In chimie se studiazi formele de energie asociate
fortelor de legaturd moleculare, atomice si nucleare. Toate acestea sunt de obicei studiate
independent unele de altele. Termodinamica in general coreleaza toate formele de energie si
descrie variatiile energiei unui sistem in functie de interactiunile care au loc prin frontierele
acestuia. Se poate deci deduce ca legile termodinamicii au o aplicabilitate vasta.

Legea conservarii energiei cinetice a fost enuntatd in 1686 de Leibnitz (pe baza teoriei
elaborate in 1657 de Huygens, Wallis, Wren si Mariotte).

Primul principiu al termodinamicii a fost formulat pentru prima datd ca enuntare a
echivalentei dintre caldurd si lucru mecanic intr-o lucrare din 1832 a lui Carnot, publicatd nsa
postum abia Tn 1882, cand acest principiu era deja larg cunoscut si acceptat. Echivalenta dintre
caldura si lucru mecanic apare pentru prima oara explicit in lucrarile publicate de Mayer si de
Colding (1842+1843), mai multi savanti efectuand ulterior cercetari experimentale pentru a
determina echivalentul caloric al caldurii. Pe baza lucrarilor anterioare, in special ale lui Joule
(din 1843), in 1847 von Helmbholtz prezinta public, la Sedinta Societdtii de fizica din Berlin,
principiul intdi al termodinamicii sub forma generalizatd de lege universald a naturii $i anume
legea transformarii si conservarii energiei.

Pentru a putea formula enunturile si scrie expresiile matematice ale principiului intai al
termodinamicii este necesari introducerea unui nou parametru de stare numit energie interni. in
plus, se mai introduce un parametru de stare derivat (entalpia), un parametru de proces specific
termodinamicii (caldura) si mai multe tipuri de lucru mecanic specifice termodinamicii.

3.2 Energia interna

Conceptul de energie a fost utilizat pe parcursul dezvoltarii mecanicii clasice sub
denumirea de “forta vie” introdusa de Leibnitz in 1686. Denumirea de ENERGIE a fost data de
Young in 1817.

Prin energie totala a unui sistem fizic se intelege capacitatea acestuia de a actiona
asupra altor sisteme prin diferite forme de interactiune: mecanica, termica, chimica, electrica,
magnetica etc.

Energia totald se noteaza cu “E” si unitate sa de masurd in Sistemul International se
numeste Joule (notatie [J]). Daca un sistem trece dintr-o stare initiala 1 intr-o stare finala 2, in
care are energiile £ si respectiv E,, dupa care revine in starea initiald 1, variatia totala a
energiei va fi nula, deoarece energia revine la valoarea E,. Atunci:

§dE=0 3.1)

adica energia este un parametru de stare.
Energia totald a unui sistem este datd de suma energiilor tuturor subsistemelor care
compun sistemul, deci energia totald depinde de masa sistemului, fiind un parametru de stare



extensiv. Se poate defini un parametru de stare intensiv numit energie specifica masica (sau pe
scurt energie specifica) astfel:

E[S -
e—m ke (3.2)

Forma de energie specificad termodinamicii, deci care nu este definitd in nici un alt
domeniu al stiintei, este energia internd, notatd “U”. Energia internd este un parametru de stare
intensiv care reprezintd capacitatea unui sistem de a interactiona cu alte sisteme in cadrul unui
proces termodinamic Energia internd a fost denumitd si enmergie calorica si incd se mai
utilizeaza denumirea de energie termica.

Conceptul de energie interna a fost introdus de von Helmholtz in 1847, sub forma de
energie cineticd si potentiald a particulelor, in cadrul analizei cinetico-moleculare a principiului
intai al termodinamicii. Acest concept a fost ulterior clar definit de Clausius in 1859, sub
denumirea de continut de caldura, iar denumirea de energie internd a fost datd de Rankine pe la
1860.

Cum energia totala a unui sistem cuprinde toate formele posibile de energie, pentru
cazurile intalnite uzual in termotehnica se poate scrie :

E=E.+E,+U+E, [J] (3.3)
unde: E. [J] - energia mecanica cineticd;
E, [J] - energia mecanica potential;
U [J] - energia interna;
Eo [J] - suma tuturor celorlalte forme de energie.

Sau energia specifica masica, respectiv pentru unitatea de masa a sistemului:

E
ez—:ec+ep+u+e0[i} (3.4)
m kg

unde: e.= E./m [J/kg] - energia cinetica specifica;
e, = E,/m [J/kg] - energia potentiala specifica;
u=U/m [J/kg] - energia internd specifica,
eo = Eo/m [J/kg] - suma tuturor celorlalte forme de energie specifica.

Notiunea de energie interna este legatd de structura microscopicd a materiei. O parte a
energiel interne, numitd energie interna cinetica (notatd Ugy,) reprezintd energia cineticd a
particulelor care au o migcare complexa in interiorul sistemului $i anume o deplasare relativa
fata de limitele sistemului datoritd interactiunii cu acestea si a interactiunii cu celelalte particule
ale sistemului, o miscare de spin (de rotatie in jurul axei proprii) si o miscare de vibratie.
Deoarece intre particulele unui sistem existd forte de legatura (de atractie si respectiv de
respingere), energia interna asociatd acestui camp de forte se numeste energie interna potentiala
(notatd Upy). O alta parte a energiei interne a sistemului (notatd Up) o reprezintd suma
energiilor asociate fortelor de legatura din interiorul moleculelor si atomilor, aceasta ramanand
constantd dacd nu se modificd natura chimica a sistemului. In cadrul unui proces termodinamic
in care nu au loc reactii chimice se pot deci modifica numai Ugn §1 Upor, Suma acestora fiind
denumita energie interna sensibila (notatd Uses). Atunci se poate scrie:

U= Ugnt Upot + Uy = Usens + Up [J] (35)
Ca parametri de stare intensivi (specifici masici), respectiv pentru o masd unitara:

U= Ucin T Upot + U = Usens T Up [J/kg] (36)



Valoarea absolutd a energiei interne nu poate fi stabilitd decat atribuind o valoare
arbitrara energiei interne a sistemului intr-o stare de referinta. In calculele termodinamice nu
intereseazd valoarea absolutd a energiei interne, ci doar variatia acesteia In timpul unui proces in
care sistemul sufera o transformare 1—2:

2
AU =[dU=U, -U, (3.7)

Pentru un sistem, dat componenta U, a energiei interne ramane constanta, deci variaza
doar energia internd cineticd §i energia interna potentiald, adica energia interna sensibila:

AU =AU 4, +AU o = AU (3.8)

sens

3.3 Entalpia

Constatand ca in multe cazuri intalnite in studiul termodinamicii apare des suma dintre
energia internd si produsul dintre presiune si volum, in 1869 Kamerlingh a aratat cd este
convenabil sa se utilizeze un nou parametru de stare pe care l-a numit entalpie si l-a notat cu
“H” (in termotehnica se utilizeaza si notatia “I”’), care are aceeasi unitate de masurad cu energia
(Joule - [J]) si este definit ca:

[=H=U+pV [ (3.9)

Parametrul de stare intensiv numit entalpie specifica masica (sau pe scurt entalpie
specifica) definit prin raportare la masa sistemului este:

i=h=u+pv [Vkel (3.10)

Deoarece U, p si V (respectiv v) sunt parametri de stare, este evident cd si entalpia
(respectiv entalpia specificd) este un parametru de stare. Desi are ca unitate de masura Joule,
care este unitatea de masurd a energiei, entalpia nu are in general un sens fizic. Ea este doar o
notatie, o marime de calcul, folosirea ei fiind avantajoasa deoarece simplifica nu numai scrierea,
ci si calculele, aparand uzual in tabele si diagrame termotehnice.

Fiind parametru de stare, entalpia are toate proprietatile parametrilor de stare:

dizdu—i-d(p-v):du+p-dv+v~dp
fdi=o0 (3.11)

Ai:J.fdi:i2 —1i :(uz —u1)+(p2 V) — Py -vl)

3.4 Caldura

Caldura este unul din principalii parametri definiti si utilizati in studiul termodinamicii.
Notiunile de “cdldurd” si “frig” au existat In limbajul comun cu mult timp inainte de dezvoltarea
termodinamicii ca stiintd. Cu toate acestea, definirea conceptului de caldura in forma sa actuala
a fost un proces lung, finalizat abia spre sfarsitul secolului XIX, dupa dezvoltarea
termodinamicii statistice. Utilizarea termenului “caldura” fard o definitie clard si uneori
impropriu, a dus la confuzii de limbaj, dintre care unele s-au perpetuat pana in prezent.

Teoria aproape unanim acceptatd pentru explicarea proceselor termice observate
empiric a fost teoria caloricului, elaboratd de Lavoisier in 1788. Conform acestei teorii,
principiul caldurii, sau caloricul, era considerat un fluid material indestructibil care putea trece
de la un corp la altul, fiind un element simplu fundamental al naturii (Petrescu, S. si Valeria



Petrescu, 1983). Cu toate cd teoria caloricului este in prezent depasitd, aceasta a permis
dezvoltarea calorimetriei intr-o doctrind simpla, coerenti si eficienti. In plus, unii termeni au
ramas n limbajul tehnic actual: calorimetrie, calorimetru, calorie, capacitate calorica etc.

Dupa cum am vazut in cazul experientelor cu ajutorul carora s-a introdus parametrul de
stare temperatura, intre sistemele termodinamice se poate schimba energie fara ca acestea sa
interactioneze mecanic, la scard macroscopica. Acest tip de interactiune, care are loc la scarda
microscopica, a fost denumit interactiune termicd. In urma interactiunii termice intre doui
sisteme se modifica in general temperatura ambelor sisteme, sau cel putin a unuia, daca celalalt
sistem are masa mult mai mare, caz In care joaca rolul de fermostat fatd de sistemul mai mic.

Interactiunea termica are loc in principal prin transmiterea energiei cinetice prin
ciocnire ntre particulele celor doud sisteme si a peretelui diatermic dintre acestea. Particulele
sistemului cu temperaturd mai mare au o viteza mai mare de deplasare, deci o energie cinetica
mai mare. Prin ciocnire cu particulele peretelui despartitor, ele cedeazad o parte din energia lor
cineticd particulelor peretelui, care la randul lor o cedeaza, tot prin ciocnire, particulelor
sistemului cu temperatura mai mica. In consecinti, se modifici mai ales energia interni cinetica
(U.in, Tespectiv uc, pentru unitatea de masa) a celor doua sisteme, ceea ce duce si la modificarea
temperaturii acestora. Interactiunea termica inceteazd dupd un anumit timp, numit timp de
relaxare, atunci cand temperaturile celor doua sisteme devin egale.

Cantitatea de energie schimbatd de un sistem prin interactiune termicd se numeste
caldura, se noteaza 1n general cu litera “Q” si are unitatea de masurad a energiei [J]. Caldura
schimbata de unitatea de masa a unui sistem se numeste caldura specifica masica, se noteaza cu
“g” si are unitatea de masura a energiei specifice masice, deci [J/kg].

In sistemul tehnic de unititi de masura, unitatea de masura pentru cildura este caloria
(simbolizata [cal]), definitd ca fiind caldura necesara pentru a modifica temperatura unui gram
de apa intre 19,5°C si 20,5°C. in 1948, la A [X-a Conferintd Generald de Masuri si Greutati,
caloria a fost definita ca fiind exact egald cu 4,1868 J, valoare adoptata si la a V-a Conferinta
Internationala asupra Proprietatilor Aburului din 1950 de la Londra si acceptata si In prezent.

Trebuie remarcat faptul cd sintagma “cantitate de caldura” este de evitat, fiind un
pleonasm, deoarece caldura este prin definitie o cantitate de energie.

Caldura nu este un parametru de stare. Ea nu defineste starea unui sistem si nu depinde
de stdrile extreme (initiald si finald) ale transformarii suferite de sistem in timpul unui proces
care are loc cu schimb de céldura, ci de modul in care se desfdgoara procesul, respectiv de starile
intermediare prin care trece sistemul (de drumul transformdrii). In consecinta, cildura este un
parametru de proces, deoarece caracterizeaza natura procesului si de altfel are sens numai in
cazul si pe durata unui proces de interactiune termica.

Ca orice parametru de proces, cildura nu accepta diferential totald. In cazul unui
proces elementar, in timpul caruia un sistem interactioneaza termic cu un alt sistem, caldura
elementara schimbata se noteaza 0Q, iar caldura elementard specifica masica se noteaza dq.

Intr-un proces finit, in timpul ciruia sistemul suferd o transformare 1—2, cildura totala
schimbata este practic egald cu suma tuturor cdldurilor elementare schimbate in timpul tuturor
proceselor elementare care compun procesul finit considerat si se scrie:

2
0, =80 (3.12)
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Spre deosebire de parametrii de proces, care pe parcursul unei transformari finite suferd
o variatie finitd, cdldura totala schimbatd pe parcursul unui proces finit este o cantitate finita.
Integrala din relatia 3.12 are sensul unei sume infinite, iar simbolul integralei este si el diferit
fata de cel utilizat in cazul parametrilor de stare, avand limitele de integrare notate in dreptul
(sau uneori chiar la stanga) semnului integralei, nu la dreapta acestuia.



S-a constatat experimental cd, in cazul unui proces elementar, cdldura elementard 6Q
schimbatd de sistem este proportionald cu masa m a sistemului §i cu variatia elementara a
temperaturii d7, conform relatiei de mai jos, numita si ecuatia calorimetriei:

00 = mc-dT (3.13)

Constanta de proportionalitate ¢ se numeste capacitate calorica specifica masica, sau
capacitate termica specifica masica (sau uneori, impropriu, cdldurd specifica), relatia sa de
definitie in forma diferentiald si unitatea sa de masura rezultand din ecuatia calorimetriei:

“Twmdr kg-K sau kg°C (3-14)

Unitatea de masurd a capacitatii calorice se poate raporta la Kelvin sau la grad Celsius
deoarece la numitorul relatiei de definitie apare varianta elementard a temperaturii d7, adica o
diferenta de temperatura care are aceeasi valoare atat in scara Kelvin, cat si in scara Celsius.

Se poate defini capacitatea calorica totala a unui sistem de masa m:

C=cm |=|sau| o= I
=c-m K sau C (3.15)

Ca sens fizic, capacitatea calorica specifica masica reprezinta caldura pe care trebuie sa
0 schimbe o masa unitara dintr-un anumit sistem pentru a-si modifica temperatura cu un grad
Celsius, sau cu un Kelvin. Capacitatea calorica specificd masica este deci o caracteristica de
material, ea avand valori diferite pentru substante diferite. In general capacitatile calorice
specifice ale materialelor nu sunt constante, ele depinzand in principal de temperatura.

Din ecuatia calorimetriei se observa ca, deoarece masa si capacitatea caloricd specifica
sunt numere pozitive, 0Q are acelasi semn cu d7. Aceasta inseamna cd daca sistemul primeste
caldura, temperatura lui creste (d7 > 0, deci 6Q > 0) si invers.

3.5 Lucrul mecanic

Notiunea de /ucru mecanic a fost introdusd in 1826 de Poncelet pentru marimea
definitd matematic Tn mecanica prin produsul scalar dintre vectorul forta si vectorul deplasare:

8L = dF - dF (3.16)

unde: OL - lucrul mecanic elementar;

dF - vectorul forta;
d7 - vectorul deplasare.

Un sistem termodinamic poate interactiona mecanic, la scara macroscopica, cu un alt
sistem sau cu mediul exterior. Cantitatea de energie schimbata prin interactiune mecanica se
numeste /ucru mecanic, se noteaza cu L si are unitatea de masura [J].

In sistemul tehnic, unitatea de masura pentru lucrul mecanic este kilogram fortid metru
(simbolizat [kgf'm]), definit ca fiind lucrul mecanic necesar pentru a ridica cu 1 m o greutate de
1 kgf, deci un corp cu masa de 1 kg aflat in cAmpul gravitational terestru.

Ca si caldura, lucrul mecanic existd numai in cadrul unui proces, deci depinde de
drumul transformarii, fiind un parametru de proces. Lucrul mecanic elementar schimbat de un
sistem intr-un proces elementar se noteazi L. In cazul unui proces finit, in care sistemul sufera
o transformare 1—2, lucrul mecanic total schimbat de sistem este suma tuturor lucrurilor
mecanice elementare i se noteaza:



2
L,=[sL [1] (3.17)
1

Lucrul mecanic este un parametru de proces extensiv. Se poate defini /ucrul mecanic
specific masic, ca parametru intensiv, prin raportare la masa sistemului:

L, (8L ¢
I, =—2= ;:J.Sl (3.18)
1

m

In termodinamicad se definesc trei tipuri diferite de lucru mecanic, in functie tipurile
sistemelor si de conditiile particulare in care are loc interactiunea mecanica.

3.5.1 Lucrul mecanic exterior (al transformarii)

Consideram un sistem Inchis si izolat termic (adiabatic). Sistemul este format dintr-un
gaz inchis de un piston intr-un cilindru (figura 3.1). Consideram ca pistonul inchide etans
cilindrul, ca se poate deplasa fara frecare pe oglinda cilindrului si ca deplasarea pistonului se
poate face cu o vitezd infinit mici, deci intr-un timp infinit lung. In aceste conditii, orice
transformare poate fi considerata cvasistatica.

Lucrul mecanic schimbat de un sistem inchis prin interactiune mecanicd cu mediul
inconjurdtor, proces in timpul cdruia sistemul suferd o transformare, se numeste /ucru mecanic
exterior sau lucru mecanic al transformarii.

Pentru a deplasa pistonul pe o distantd elementara
dx in sensul comprimarii gazului, asupra pistonului trebuie sa
PV.T F actioneze din exterior o fortd F. Neglijand infinitii mici de

‘ ordin superior, se poate considera ca in urma acestei
transformari elementare presiunea ramane constantd, iar
dx lucrul mecanic exterior elementar efectuat asupra sistemului

. . . este:
Figura 3.1: Sistem inchis

OL = F-dx (3.19)

Notand cu A4 aria suprafetei frontale a pistonului, se cunoaste din mecanica definitia
presiunii ca fiind raportul dintre fortd si aria suprafetei asupra careia aceasta se exercita:

d (3.20)

=~ .

Inlocuind in relatia 3.19 expresia fortei rezultati din relatia de definitie a presiunii si

observand ci produsul dintre aria suprafetei frontale a pistonului (4 [m’]) si deplasarea

elementard dx reprezintd volumul elementar dV, respectiv modificarea elementara a volumului
sistemului, se obtine forma diferentiala a relatiei de definitie a lucrului mecanic exterior:

SL=p-A-dv=p-dV (3.21)

Pentru un proces finit reversibil, In cadrul caruia sistemul suferd o transformare
cvasistaticd 1—2, lucrul mecanic exterior schimbat de sistem este:

oL =

L, = p-dv (3.22)

—_——
—_——

iar lucrul mecanic exterior specific masic este:
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112=£:J;512.!.%:.!p-d(£j:'|‘p-dv (3.23)

Relatiile 3.21 si 3.22 pot fi integrate numai daca se cunoaste functia de variatie a
presiunii cu volumul, deci dacd se cunoaste ecuatia termica de stare a sistemului respectiv.
Aceste relatii pot fi integrate direct numai in cazul particular al unei transformari in timpul
careia presiunea sistemului ramane constanta, caz in care se obtine:

= par=p(r,-1) | (3.24)
si respectiv:

2
p ct. :.1[ = V2 vl)‘ —ct. (325)

Transformarea 1—2 fiind cvasistatica, aceasta poate fi reprezentatd intr-o diagrama

p-v ca o curba continua (figura 3.2).
Pentru o transformare elementara, lucrul
P mecanic exterior elementar este reprezenta 1in
diagrama p-v de aria unui dreptunghi de latime dv si
inaltime p (constant). Lucrul mecanic exterior total
este egal cu aria cuprinsd intre curba transformarii
si abscisa (axa volumelor), respectiv aria (v;12v,).
Se poate observa grafic ca daca transformarea are
loc pe un alt drum, atunci /i, va avea alta valoare,
deci este evident cd lucrul mecanic exterior depinde

0 Vll dv vlz v de drumul transformarii, deci de modul in care se
desfasoara procesul, fiind un parametru de proces si

Figura 3.2: Reprezentarea lucrului nu un parametru de stare. Deoarece 1n diagrama p-v
mecanic exterior specific masic se poate reprezenta grafic lucrul mecanic sub forma

in diagrama p-v unei suprafete, aceastd diagrama se mai numeste

diagrama mecanicad.

3.5.2 Lucrul mecanic de deplasare (de dislocare)

Consideram un sistem termodinamic deschis si izolat adiabatic, prin care circuld un
fluid fara a suferi o transformare termodinamica. Un exemplu este prezentat in figura 3.3 si
anume o conducta cilindrica cu pereti adiabatici de sectiune constantd, prin care curge un fluid.
Sistemul este delimitat de doud frontiere imaginare (sectiunile transversale 1-1 si 2-2) si o
frontiera reald (peretele interior al conductei intre aceste sectiuni). Consideram ca curgerea are
loc fard frecare si fara schimb de caldurd cu mediul inconjurdtor, deci sistemul nu suferd o
transformare termodinamica.

Pentru a Inlocui toata cantitate de fluid aflatd in volumul de control la un moment dat,
stratul de fluid aflat pe sectiunea 1-1 (in afara sistemului considerat) trebuie sa se deplaseze
pana in sectiunea 2-2, deci pe distanta x. Se poate considera ca, pentru a se putea deplasa,
fluidul din amonte actioneaza ca un piston asupra celui din aval.



1 2 In concluzie, lucrul mecanic consumat
N . .
ﬁ g pentru deplasarea masei de fluid aflate la un moment
P

dat intr-un sistem deschis, numit /ucru mecanic de
deplasare sau lucru mecanic de dislocare si notat

Lg, este:
— - CE— Li=Fx=pdx=pV [J]
iar pentru o masa unitard (lucrul mecanic de
Figura 3.3: Sistem deschis deplasare specific masic):

la=Lm=pv  [Jkg]
Formele diferentiale ale relatiilor de definitie rezulta evident din relatiile 3.26 si 3.27:

8Ly =d(p-V)=p-dV +V-dp (3.28)

8ly =d(p-v)=p-dv+v-dp (3.29)

Fiind produsul a doi parametrii de stare (p si V, respectiv v), lucrul mecanic de
deplasare are expresia matematica a unui parametru de stare. Ca sens fizic, lucrul mecanic de
deplasare este un parametru de stare numai in cazul in care reprezinta cantitatea de energie
introdusd cu unitatea de masa de substanta in sistem (cand se numeste /ucru mecanic de admisie
si se noteazd /,q) i1 respectiv evacuatd cu unitatea de masd de substantd din sistem (cand se
numeste lucru mecanic de evacuare si se noteaza [.y).

3.5.3 Lucrul mecanic tehnic

Consideram un sistem termodinamic deschis prin care
curge un fluid. Sistemul este izolat adiabatic, iar fluidul de lucru
sufera in interiorul sistemului o transformare din starea 1, cu
care intrd in sistem, pana in starea 2, cu care iese din sistem.
Multe din maginile termice utilizate in practica sunt sisteme de
acest tip. Ca exemplu, in figura 3.4 este reprezentatd o magina
termica motoare si anume o turbina.

In turbind intrd un fluid cu starea 1 (»1, v1, Th), care
curge printre paletele turbinei si se destinde, iesind cu starea 2
(P2, va, T). in general p; <pj si v2 > vy in interiorul turbinei,
fiecare unitate de masa de fluid de lucru produce un lucrul
mecanic exterior (/12) si consuma un lucru mecanic de deplasare
(la12) pentru a curge prin turbind de la sectiunea de intrare pana
la sectiunea de iesire.

Lucrul mecanic utilizabil in afara sistemului, sau lucrul mecanic furnizat la arborele
turbinei, se numeste /ucru mecanic tehnic, se noteaza cu L si are unitatea de masura [J]. Lucrul
mecanic furnizat la arborele turbinei de unitatea de masa de fluid de lucru se numeste lucru
mecanic tehnic specific masic, se noteaza cu /; §i are unitatea de masura [J/kg].

Consideram un proces elementar prin care trece o masa unitara de fluid de lucru in
interiorul masinii. Prin destindere, fluidul de lucru produce lucrul mecanic exterior specific
elementar 6/. Din acesta, o parte este consumat pentru deplasarea in interiorul masinii sub
formad de lucru mecanic de deplasare specific elementar d/4. Suma algebricd a acestora este
lucrul mecanic tehnic elementar specific disponibil la arborele masinii 8/. Utilizand relatiile de
definitie 3.21 si 3.29, rezulta:

Figura 3.4: Sistem deschis
in care fluidul de lucru
sufera o transformare



8l =298l-0l4=p-dv-d(pv)=pdv-pdv-vdp
Astfel, forma diferentiala a relatiei de definitie a lucrului mecanic tehnic specific este:
8l =-v-dp (3.30)

Pentru procesul finit intre starile 1 si 2 lucrul mecanic tehnic specific masic furnizat la
arborele turbinei de unitatea de masa de fluid de lucru este :

2 2
lyy = [81=—[ v-dp (3.31)
1 1

Relatia 3.31 poate fi integrata numai dacd se cunoaste functia de variatia a volumului
sdpecific cu presiunea, deci daca se cunoaste ecuatia termica de stare a fluidului de lucru. Ea
poate fi integrata direct numai in cazul particular cAnd volumul specific rimane constant, adica:

2
b, == vdp==v-(p-p)__ =v(n-p), . (332)
1
Se mai observa ca:
2 2 2 2
b= 81-[81=[ p-dv—[dlp-v) =1, ~(pr- v~ 1) (3.33)
1 1 1 1

Transformarea 1—2 fiind cvasistatica, aceasta poate fi reprezentatd intr-o diagrama
p-v ca o curba continud (figura 3.5). Pentru o transformare elementara, lucrul mecanic tehnic
elementar este reprezenta in diagrama p-v de aria unui dreptunghi de latime dp si indltime v
(constant). Lucrul mecanic tehnic specific total schimbat in transformarea 1—2 este egal cu aria
cuprinsa intre curba transformarii si ordonata (axa presiunilor), respectiv aria (p;12p;). Se poate
observa grafic ca daca transformarea are loc pe un alt drum, atunci /;;, va avea alta valoare, deci
este evident cd si lucrul mecanic tehnic depinde de drumul transformarii, fiind un parametru de
proces.

p p
pi| P
dp
NSNONNNY
paf P D2
0 v 12 o, v, Vv
Figura 3.5: Reprezentarea lucrului Figura 3.6: Reprezentarea grafica a
mecanic tehnic specific masic lucrurilor mecanice specifice masice
in diagrama p-v in diagrama p-v

In diagrama p-v din figura 3.6 sunt reprezentate toate lucrurile mecanice specifice din
relatia 3.33 pentru o transformare finitd 1—2. La /;; = aria (v;12v;) se adaugd dreptunghiul
pi-vi = aria (Op;1v,0) si se scade dreptunghiul p,-v, = aria (0p,2v,0), obtinandu-se astfel /> =
aria (p112py).



3.6 Enunturi ale principiului intai al termodinamicii

Principiul Intdi al termodinamicii a fost enuntat pentru prima oard in 1832 de citre
Nicolas Sadi Carnot sub forma echivalentei dintre caldurd si lucru mecanic. Lucrarea sa a fost
insd publicatd postum abia in 1882, cand principiul Intdi al termodinamicii era deja recunoscut
ca lege fundamentala a naturii.

In 1842 Julius Robert Mayer publicd pentru prima oard in mod explicit primul principiu
al termodinamicii tot ca echivalentd intre cdldura si lucru mecanic ca forme de transmitere a
energiei si ridica la rang de lege generald a proceselor termice legea conservarii fortei vii din
mecanicd. In 1847 H. von Helmholtz a enuntat pentru prima oard legea generald a conservirii
energiei.

In 1865 Rudolf Clausius a reformulat (si numerotat) principiile intai si al doilea ale
termodinamicii, dand principiului ntéi celebrul enunt: “Energia universului este constanta’.

Prima formulare, restransa, a fost specifica sistemului tehnic de unitati de masurd si
afirma ca intotdeauna caldura are un echivalent unic in lucrul mecanic, acestea putandu-se
transforma reciproc din una in alta conform unei relatii de echivalenta de forma :

O[ keal] = A- L [kef -m] (3.34)

Pentru o lungd perioada de timp, problema principald a constat in determinarea
experimentala a raportului de echivalentd, respectiv a constantei A. Valoarea acceptata astizi
este A =427 kcal/kgf-m. Atunci relatia de echivalenta dintre unitétile de masura este:

1 keal = 427kgf-m = 427-9,80665 N-m = 4186,8 J (3.35)

O enuntare generald a principiului intai al termodinamicii care exprimad conservarea
energiei este: “Emergia unui sistem termodinamic izolat este constanta”. De aici se poate
ajunge la formularea specifica termotehnicii 1 anume: “Un perpetuum mobile de speta (sau de
ordinul) intai este imposibil”, adicd nu poate exista 0 magind termica motoare care sd produca o
anumita forma de energie fara a consuma o cantitate egala din alte forme de energie.

In 1900 Max Planck, studiind radiatia electromagnetici a corpului negru, introduce
cuantificarea energiei, demonstrand ca energia nu poate varia continuu, ci doar discret, in
multipli de cuante de energie “€” (¢ = h-v, respectiv energia fotonului). In 1902 Gibbs a
publicat Mecanica statistica, aceasta fiind s1 In prezent baza statisticii cuantice. S-a produs
astfel prima revolutie 1n fizica si mai ales In principiul conservarii energiei. Aceasta a fost
urmatd la scurt timp, in 1905, de o a doua revolutie, cauzatd de Teoriei relativitatii restranse
elaborata de Albert Einstein, In cadrul careia principiul conservarii energiei a fost unit cu
principiul conservarii masei, pe baza celebrei relatii de echivalentd intre masa si energie:

E=m¢c? (3.36)
unde: ¢ =(2,99776 + 0,00004)-10° m/s - viteza luminii in vid.

La vitezele utilizate in practica, neglijabile In comparatie cu viteza luminii, efectele
relativiste sunt neglijabile, masa ramane practic constanta, deci principiul conservarii energiei
este valabil (ca un caz particular).

3.7 Exprimarea matematica a principiului | al termodinamicii
pentru sisteme inchise

Considera un sistem termodinamic inchis oarecare. Conform principiului intai, daca
sistemul este izolat, deci daca nu schimba energie prin nici un tip de interactiune, atunci energia



lui internd ramane constanta, adicd variatia acesteia este nula atat pentru un proces elementar,
cat si pentru un proces finit. Aceste afirmatii se exprima matematic prin relatiile:

U=const. <& dU=0 <& AU=0 (3.37)

Un sistem inchis dar neizolat poate schimba energie cu mediul inconjurator prin mai
multe tipuri de interactiuni, dintre care in cadrul termodinamicii se studiazd in principal cele
termice $i mecanice. Cantitatile de energie primite sau cedate sub forma de cédldura si lucrul
mecanic produc modificarea energiei interne a sistemului. Pentru exprimarea matematica a
tuturor cazurilor posibile ar fi necesare patru relatii matematice, care sa evidentieze faptul ca
sistemul primeste sau cedeazad caldurd si lucru mecanic respectiv toate variantele posibile din
relatia:

AU=+Q0=+L

Studiind 1nsa relatiile de definitie, se constata ca atit caldura, cat si lucrul mecanic nu
sunt intotdeauna cantitati pozitive, ci pot avea si valori negative.

Din ecuatia calorimetriei (3.13) se observd cd dacd un sistem primeste caldurd si
temperatura sa creste (d7 > 0), atunci caldura are valoare pozitiva (6Q > 0), deoarece masa si
capacitatea calorica specifica pot avea numai valori pozitive. Daca sistemul cedeaza caldura si
temperatura sa scade (d7 < 0), atunci caldura are valoare negativa (60 < 0).

Din relatia de definitie a lucrului mecanic exterior (3.21) se observd ca acesta este
pozitiv (8L > 0) atunci cand sistemul se destinde si volumul sau creste (dV"> 0), deci atunci cand
sistemul efectueaza lucru mecanic asupra mediului ambiant, adica atunci cand sistemul cedeaza
o parte din energia sa internd mediului ambiant sub formda de lucru mecanic. Dacd mediul
ambiant efectueazd lucru mecanic asupra sistemului, producind comprimarea acestuia, deci
scaderea volumului (dV < 0), atunci lucrul mecanic exterior are valoare negativa (0L < 0).
Analog, din relatia de definitie a lucrului mecanic tehnic (3.30) se observd ca si acesta este
pozitiv atunci cand este efectuat de sistem asupra mediului ambiant §i este negativ atunci cand
este efectuat de mediul ambiant asupra sistemului.

Tinind cont de semnele cdldurii si lucrului mecanic, pentru o transformare finita 1—2
in timpul céreia un sistem schimba cu mediul ambiant caldura Q,, si lucrul mecanic exterior L,
principiul intai se poate exprima matematic printr-o singura relatie i anume:

AU=U,-U =0, L, [J] (3.38)

Scrisa in aceasta forma, relatia 3.38 evidentiaza clar faptul ca variatia parametrului de
stare energie internd este cauzatd de parametrii de proces caldura si lucru mecanic.
Ca parametrii intensivi, respectiv pentru o masa unitara, se poate scrie:

J

Au=u, —u, =q,, -1 — 3.39

2 "W =41 { kg} ( )

Pentru un proces elementar, in timpul caruia unitatea de masa a sistemului schimba

caldura elementard specificd dg si lucrul mecanic specific elementar 5/, variatia elementara a
energiei interne specifice este:

du=293q - 8/ =0q - p-dv (3.40)
Din relatia de definitie a entalpiei In forma diferentiala, respectiv:
di = du+d(p-v) =du+p-dv+v-dp

inlocuind variatia elementara a energiei interne specifice (du) din relatia 3.40, rezulta:



di=0g—p-dv+p-dv+v-dp
deci, cu relatia de definitie a lucrului mecanic tehnic elementar (3.30):
di =8q +v-dp =06q —9dl, (3.41)
Pentru o transformare finitd 1—2 forma integrala a relatiei 3.41 este:
Ai=iy =iy =qyy —ly, (3.42)

In cazul in care in timpul procesului apar pierderi datorate fortelor de frecare, o parte
din energia interna va fi consumata sub forma de lucru mecanic de frecare (pentru masa unitara
lucru mecanic de frecare specific masic /f). Lucru mecanic de frecare reprezinta intotdeauna o
pierdere pentru sistem (indiferent de sensul in care acesta schimba energie prin alte tipuri de
interactiuni) si in final este disipat sub forma de caldurd in mediul ambiant. Formele
diferentiale si integrale ale expresiilor matematice ale principiului Intdi In marimi intensive
devin:

du = 8q — 51|51, | (3.43)
di = 8¢ — 81, — 31| (3.44)
Au=u, —u, =q,, -1, —‘Zm‘ (3.45)
Ai =i, =iy =qp; =Ly, _‘qu‘ (3.46)

3.8 Exprimarea matematica a principiului | al termodinamicii
pentru sisteme deschise

Consideram un sistem deschis alcatuit dintr-o masind termica motoare, de exemplu o

turbina (figura 3.7), in care se destinde o masa unitara de fluid de lucru.
W Turbina este alimentatd la Tndltimea /4, cu fluid
1 \l/ q12 de lucru cu starea 1 (py, vi, 1), care curge cu viteza wy
d prin conducta de admisie cu diametrul d;. In interiorul
turbinei, fluidul de lucru se destinde pana la starea 2 (p,
li vy, T»), cu care este evacuat cu viteza w, prin conducta de
evacuare cu diametrul d, si paraseste sistemul la Indltimea
" \ hy. In timpul destinderii in turbind, fluidul de lucru
produce la arbore lucrul mecanic tehnic /i $i mai poate

d_ primi cildura gi».
2 Conform principiului intdi al termodinamicii,
hy \]/W2 cantitatile de energie schimbate cu mediul ambiant prin
diferite tipuri de interactiuni produc modificarea energiei
sistemului. Energia totald a fluidului de lucru intr-o stare
oarecare este compusa din energia cineticd (e;), energia
Figura 3.7: Masina termica potentiald (e,), energia interna (u) si toate celelalte forme
functionand ca sistem deschis de energie care nu se modificd (eo), deci pentru unitatea
de masa:

\l/

w? J
e=7+g-h+u+eo k_g



Variatia energiei totale specifice (Ae) intre stérile 1 si 2 este datd de variatia energiei
cinetice, a energiei potentiale si a energiei interne. Toate celelalte forme de energie a caror
suma este ¢y raman constante:

Wy —w; J

Ae=ez—el=T+g-(h2—hl)+(u2—ul) k_g (3.47)

Variatia energiei specifice (parametru de stare) este cauzatd de schimbul de energie cu
mediul ambiant prin interactiune termicad si mecanicd, deci de cantitdtile de energie schimbate
sub forma de caldurd si lucrul mecanic (parametri de proces). Sistemul schimba caldura g,
produce la arborele masinii lucrul mecanic tehnic Z;,. In plus, el primeste energie asociati cu
fiecare kilogram de fluid de lucru introdus in sistem sub forma unui lucru mecanic de admisie
(la) s1 consumd un lucru mecanic de deplasare pentru evacuarea fluidului din sistem, numit
lucru mecanic de evacuare (/.y), pierzand practic energia continutd de fiecare kilogram de fluid
de lucru evacuat.

J
Ae=qp =l +ly—1ley =gyl +pr-vi—py vy L{_g} (3.48)
Egaland relatiile 3.47 si 3.48, rezulta:
wy —w;

T"'g'(hz _hl)"‘(”z _”1):%2 =l "‘(Pl Vi~ D2 'Vz)

Separand parametrii de stare de parametrii de proces si grupand convenabil termenii:

2 2
Wy, =W

5 +g'(h2_h1)+(“2+P2'V2)_(“1+p1"’1):6]12_1t12

Iy iy

Remarcand aparitia relatiilor de definitie ale entalpiei si utilizdnd aceastd notatie, se
obtine expresia matematica a principiului intai in forma integrala:

2
Wz_

2
TW]‘Fg'(hz_h1)+(i2_i1):‘]12_lt12 (3.49)

In multe cazuri intdlnite in practicd, variatiile energiei cinetice si potentiale sunt
neglijabile in raport cu variatia entalpiei. In plus, pentru invingerea fortelor de frecare in timpul
functionarii se consuma un lucru mecanic de frecare. In aceste conditii, forma integrald a
expresiel matematice a principiului intai al termodinamicii devine:

Ai=iy—i; =qp; =y, _‘lﬂZ‘ (3.50)

Formele diferentiale ale relatiilor 3.49 si 3.50 sunt, evident:
w2
d(7j+g-dh+di:8q—81t (3.51)

di = 8¢ — 81, — 31| (3.52)



3.9 Forma generala a ecuatiilor calorice de stare

Prin conventie, energia interna si entalpia se numesc parametri calorici de stare, ambii
avand unitatea de masurd a energiei si variatia lor fiind provocatd de schimbul de energie cu
mediul ambiant. Fiind parametri de stare, conform postulatului de stare, pot fi exprimati in
functie de doi parametri de stare independenti. O relatie functionala intre un parametru caloric
de stare si doi parametri termici de stare independenti se numeste ecuatie caloricd de stare. In
general energia internd se exprima in functie de volum si temperaturd, iar entalpia in functie de
presiune si temperaturd. Ca parametri intensivi, cele doud ecuatii calorice de stare utilizate de
obicei sunt:

{u = u(v, T) (3.53)
i=i(p,T)

Deoarece toti parametrii din ecuatiile calorice de stare sunt parametri de stare, acestia
accepta diferentiala totald. Ecuatiile calorice de stare pot fi atunci scrise sub forma diferentiala:

((%tj (8uj

du = E T-dv+ a_T v-dT
, [éij (81‘) (3.54)
di = 5 T-dp—i— ar p-dT

Daca o masa unitara dintr-un sistem oarecare sufera o transformare la volum constant,
conform principiului intai al termodinamicii cdldura schimbata intr-un proces elementar este:

og =d +61—(%j d7 + (%) + d
7= =or) o), P

Transformarea avand loc la volum constant, dv = 0 si rezulta:

ou

| =| dT=c -dT
dq (aijd ¢,-d

Prin definitie variatia energiei interne in raport cu temperatura la volum constant se
noteaza c, $i se numeste capacitate calorica specificd masica la volum constant:

(auj J J (3.55)
=|— ——| sa :
“=or) |kgk| ™ |kgoC
Analog, 1n cazul unei transformari la presiune constanta:

0i 0i i
dq =di+0l :(—) -dT (—j —-v|-d :(—j -dT=c,-dT
q = di + I, or) + o), vidp={7, ) ¢,

Prin definitie, variatia entalpiei in raport cu temperatura la presiunea constantd se
noteaza c, si se numeste capacitate calorica specificd masicd la presiune constanta:

—(ﬁj 1 ! 3.56
“»7\or) | |kek] "V keoC (3-56)

s1 ¢, s1 se considerd o singura capacitate calorica specifica masicd, notata c.



AL DOILEA PRINCIPIU AL TERMODINAMICII

5.1 Introducere

Conform celor aratate anterior in capitolul 3, principiul intai al termodinamicii este o
lege cantitativa, generalizata sub forme legii conservarii energiei (sau a energie $i masei, in
teoria relativitatii). Aceastd lege permite conversia libera a oricarei forme de energie (interna,
mecanicd, electricd, magneticd etc.) in orice altd forma de energie, cu singura conditie ca
variatia energiei unui sistem sd fie egala cu diferenta dintre cantitatea de energie primita si cea
cedatd, indiferent de tipul de interactiuni prin care are loc schimbul de energie. Fiind o lege
cantitativa, principiul intai al termodinamicii este exprimat matematic prin relatii de egalitate.

Exemple de procese reale care confirma principiul intdi al termodinamicii se cunosc din
experienta comuna: transformarea energiei electrice in caldurd intr-un conductor electric cu
rezistenta finitd, transformarea energiei mecanice in energie internd prin miscarea unui rotor
paletat in interiorul unui fluid, atingerea echilibrului termic prin schimb de caldura intre doua
sisteme de temperaturi diferite aflate In contact termic etc.

Tot din experienta comund se constatd insd cad existd un sens preferential in care se
desfasoara spontan unele procese. Dacda doud sisteme aflate in contact termic au aceeasi
temperaturd, nu este de asteptat ca, dupa un timp oricat de lung, unul dintre ele sa se raceasca de
la sine cedand caldura celuilalt sistem, care sa se incdlzeascd. Transformarea energiei mecanice
in energie internd se poate realiza prin cdderea liberd a unui corp care 1si cedeaza energia
potentiald, prin intermediul unui fir infasurat pe un tambur, axului rotorului paletat. Prin
frecarea paletelor cu particulele fluidului lucrul mecanic se transforma in caldura si duce la
cresterea energiei interne a fluidului. Nici in acest caz nu este insa de asteptat ca, dupa un timp
oricat de lung, energia internd a fluidului sa se transforme spontan in energie mecanica si prin
racirea fluidului sa se ridice de la sine corpul care anterior a cazut liber. Aceste doud exemple,
care nu contrazic principiul intai al termodinamicii, sunt suficiente pentru a arata ca acesta, cu
toate ca este necesar in studiul termodinamicii, nu este si suficient pentru a explica procesele
reale observate in natura.

In plus, se poate constata empiric ca intre diferitele forme de energie exista diferente
calitative. Energia mecanica si energia electricd se pot transforma in energie internd transmisa
sub forma de caldurd, prin frecare si respectiv prin trecerea printr-un conductor electric cu
rezistenta finitd. Dupa cum se va vedea insa in subcapitolele urmatoare, energia interna primita
sub forma de caldura de catre un sistem nu poate fi transformata integral in energie mecanica
transmisa sub forma de lucru mecanic, o parte din ea trebuind sa fie cedata mediului ambiant.

Se constata astfel cd este necesara definirea unei alte legi, care sd poatd caracteriza
sensul preferential de desfasurare spontana a unor procese reale si care sd poatd evidentia si
chiar masura diferentele calitative dintre diferitele forme de energie, aceasta lege fiind de fapt
principiul al doilea al termodinamicii.

Fiind o lege calitativd, principiul al doilea al termodinamicii va fi exprimat matematic
prin relatii de inegalitate. Pentru scrierea acestor relatii i pentru studierea principiului al doilea
este necesara definirea unui nou parametru de stare numit entropie, introdus de Clausius n anul
1854 (si denumit tot de acesta entropie abia in 1965).

Istoria principiului al doilea incepe cu lucrarea publicatd de Carnot in 1824, printre cei
mai importanti oameni de stiintd care au contribuit ulterior la studiul acestuia numarandu-se
Clausius, Kelvin, Gibbs, Maxwell, Boltzmann, Planck, Poincaré, Carathéodory si Born).



5.2 Procese ciclice. Surse de caldura

Un proces termodinamic in timpul caruia un sistem, plecand dintr-o stare initiald,
suferd mai multe transformari In urma carora revine in starea de echilibru initiald fara sa treaca
de doua ori printr-o aceeasi stare intermediara, se numeste proces ciclic. Reprezentarea grafica
intr-o diagrama plana a transformarilor cvasistatice care compun un proces ciclic se numeste
ciclu termodinamic. In figura 5.1 este reprezentat un proces ciclic oarecare in diagrama p-v.
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P1
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2 2
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>
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Figura 5.1: Ciclu termodinamic oarecare in diagrama p-v

Consideram un sistem oarecare (pentru care este valabila diagrama p-v din figura 5.1)
aflat initial 1n starea 1, care sufera o transformare cvasistatica pe drumul a (notata 1—>a—2) in
urma cdreia ajunge In starea 2, dupd care revine in starea initiald 1 printr-o altad transformare, pe
drumul b (notatd 2—b—1). Curbele celor doud transformadri care compun procesul ciclic
formeaza astfel in diagrama p-v un contur inchis (la2bl). Starea initiala de echilibru 1 a
sistemului considerat este caracterizatd de anumite valori ale parametrilor de stare. Cand
sistemul revine In starea initiala 1, toti parametrii de stare revin la valorile corespunzétoare
acestei stari, indiferent de starile intermediare prin care a trecut sistemul pe parcursul procesului
ciclic. Aceasta Inseamna cd variatia totald a oricarui parametru de stare in urma parcurgerii unui
proces ciclic (care prin definitie formeaza un contur inchis) este nula, adica integrala curbilinie
pe un contur inchis a oricdrui parametru de stare este nula (una dintre proprietatile parametrilor
de stare), adica:

dp=§dv=4dT=fdu=§di=0 (5.1)
fdp=fav=§d7=fdu=§

Conform celor prezentate anterior (vezi cap. 3), lucrul mecanic fiind un parametru de
proces, valorile sale pe parcursul transformarilor cvasistatice depind de drumul transformarilor.
Aceste marimi se pot reprezenta grafic in diagrama p-v pentru lucrul mecanic exterior, tehnic si
de deplasare. Caldura fiind de asemenea un parametru de proces, depinde si ea de drumul
transformadrii §i poate fi reprezentata grafic, dar intr-o altd diagrama (7-s), care va fi studiata in
unul din subcapitolele urmatoare, dupa definirea entropiei.

Daca transformarea directd 1—2 are loc pe drumul (a) si transformarea inversd 2—1
are loc tot pe drumul (a), atunci este evident ca lucrul mecanic tehnic specific /1., produs la
transformarea directa 1—>a—2 este egal cu /yp,), consumat la transformarea inversa 2—a—1,
presupunand ambele transformari cvasistatice si desfasurare intr-un proces reversibil. In acest
caz insd nu se poate vorbi despre un proces ciclic, deoarece sistemul trece de doud ori nu numai
prin una, ci prin toate starile intermediare.

Pentru ca un sistem sa primeasca la transformarea directa un lucru mecanic mai mare
decét cel consumat la transformarea inversa, pe care sa il poata furniza ciclic unui consumator
exterior, transformarea inversa trebuie sa aiba loc pe un alt drum, de exemplu pe drumul b, deci
trebuie ca sistemul si parcurgd un proces ciclic. In cazul din figura 5.1, lucrul mecanic tehnic
specific /.2 produs la transformarea directd 1-—>a—2 este mai mare decat /yp;, consumat la



transformarea inversd 2—b—1. Suma algebricd a lucrurilor mecanice tehnice schimbate pe
parcursul transformarilor care compun ciclul se numeste /ucru mecanic ciclic sau lucru mecanic
al ciclului si se noteaza [,. Pentru cazul reprezentat in figura 5.1, se poate scrie:

le = luaz - lobi (5.2)

Pe baza principiului I al termodinamicii se poate demonstra cd lucrul mecanic al
ciclului este egal si cu suma tuturor lucrurilor mecanice exterioare schimbate pe parcursul
intregului proces ciclic, precum si cu suma tuturor caldurilor schimbate pe parcursul intregului
proces ciclic. Forma diferentiald a expresiilor matematice ale principiului intai:

du =3¢ - 8!
di =0dq - 8l

considerand procesul ciclic ca o sumda infinitd de procese elementare si tinand cont de
proprietatea parametrilor de stare exprimata prin relatia 5.1, rezulta prin integrare pe conturul
inchis de ciclu:

fdu=§oq-§o1=0

§di=fdg—§o1, =0,
de unde rezultd imediat ca:

§dq=§az=§ﬁzt =1 (5.3)

Ciclurile termodinamice teoretice studiate pentru a fi utilizate in practicd sunt in
general compuse dintr-un numadr finit si relativ mic de transformari simple. Putem atunci
descompune integralele pe contur inchis ale parametrilor de proces din relatia 5.3, care au sensul
unor sume infinite de cantititi elementare pentru tot procesul ciclic, in integralele definite
corespunzatoare transformarilor simple care compun ciclul. Considerand ciclul oarecare din
figura 5.1 ca fiind compus din doud transformari simple (directa 1—>a—2 si inversa 2—b—1),
rezulta:

2(a) 1(b) 2(a) 1(b) 2(a) 1'b)
j5q+ j 5q = j 81 + j 8 = j 81, + jszt (5.4)

1 2 1 2 1 2

In lucrarea sa publicatd in 1824, Carnot a aritat ci, pentru a putea parcurge un proces
ciclic, un sistem termodinamic trebuie sd schimbe caldura cu cel putin doud surse de caldura de
temperaturi diferite (afirmatie considerata ulterior ca prima enuntare a principiului al doilea al
termodinamicii). Sursa de cdldurd cu temperaturd mai mare se numeste sursa calda si prin
conventie temperatura sa se noteaza in general cu “7”. Sursa de caldura cu temperatura mai
mica se numeste sursa rece $i temperatura sa se noteaza cu “7y”. Caldura schimbata cu sursa
calda se noteaza cu “Q”, iar caldura specificd schimbata de unitatea de masa se noteaza cu “g”.
Caldura schimbata cu sursa rece se noteaza cu “Q,”, iar caldura specifica schimbata de unitatea
de masa se noteaza cu “qy”. Cu aceste notatii, forma integrald a relatiei 5.4 se scrie, tot pentru

ciclul oarecare din figura 5.1:
g+ qo=liaa + byt = lnaa + low = L (5.5)

Caldurile si lucrurile mecanice schimbate pe parcursul transformarilor care compun
procesul ciclic pot fi pozitive sau negative (conform conventiei de semne stabilite in cadrul
capitulului 3), sumele din relatia 5.5 fiind sume algebrice.



5.3 Masini termice motoare si generatoare

O instalatie construitd astfel Incat in interiorul sdu un anumit sistem parcurge un proces
ciclic se numeste masina termica. Sistemele utilizate in maginile termice sunt in general fluid si
se numesc fluide de lucru sau agenti termici. Fluidele de lucru sunt lichide sau gaze, in unele
masini termice putand sa aiba loc si schimbari ale starii de agregare (procese de vaporizare si
condensare).

Un ciclu termodinamic este reprezentat grafic in diagrama p-v ca un contur inchis, deci
sistemul nu trece de doud ori prin aceeasi stare. In cazul in care fluidul de lucru parcurge ciclul
in sens orar (de exemplu in cazul ciclului oarecare din figura 5.1 pe drumul 1a2bl) ciclul se
numeste ciclu motor. O masina termicd In care fluidul de lucru evolueaza dupa un ciclu motor
se numeste masina termica motoare sau motor termic.

O magsina termica motoare este reprezentatd schematic
L in figura 5.2. Cercul din mijloc (notat MT de la denumirea de
0 motor termic) reprezintd schematic ciclul termodinamic, sensul
(orar) de parcurgere a acestuia fiind simbolizat prin sageata din
partea stangd. Pe parcursul unui ciclu, fluidul de lucru preia
caldura Q de la sursa calda cu temperatura 7. O parte din
MT L. aceasta este transformata In lucrul mecanic ciclic L., iar cealalta
parte (Qp) este cedatd sursei reci cu temperatura 7o<7" (fapt
simbolizat prin pozitionarea sursei reci sub sursa calda).

Conform principiului I al termodinamicii, deoarece la
_ sfarsitul unui ciclu sistemul revine 1n starea initiala, rezulta ca si
Ty . energia internd revine la valoarea corespunzdtoare acestei stari.
Atunci este evident cd se poate scrie urmatoarea relatie Intre
cantitatile de energie schimbate sub formd de caldura si lucru
mecanic pe parcursul unui ciclu:

Le=0-100=0+ Qo (5.6)

Scrierea explicitd “-|Qo|” se utilizeaza numai pentru a evidentia faptul cd masina
termica motoare cedeaza caldura sursei reci, deci aceasta are valoare negativa.

Maginile termice motoare se utilizeazd pentru transformarea energiei termice
consumate (caldura preluatd de la sursa caldd) in energie mecanica utila (lucrul mecanic ciclic
furnizat la arborele maginii). Se poate atunci defini randamentul termic al masinii termice
motoare (notat “z”) ca raportul dintre ceea ce este util (L) si ceea ce este consumat (Q), adica:

Figura 5.2: Masina termica
motoare (motor termic)

(5.7)

Atunci cand este evident cd este vorba despre un proces ciclic se poate renunta la
notarea explicitd cu indicele “c” a lucrului mecanic ciclic, dupa cum se vede 1n relatia 5.7.

Randamentul termic se poate exprima si in functie de parametrii intensivi de proces
(pentru o masa unitard de fluid de lucru), precum si in functie de puterea furnizata la arborele
motorului termic si fluxul de caldura preluat de la sursa calda, respectiv:

p===:= — (5.8)

(5.9)



Un ciclu termodinamic poate fi parcurs de fluidul de lucru si in sens trigonometric, caz
in care se numeste ciclu generator. O instalatie in care fluidul de lucru parcurge un ciclu
generator se numeste masina termica generatoare. Aceasta extrage caldurd de la sursa rece si
cedeaza caldura sursei calde. Pentru a putea functiona, unei magini termice generatoare trebuie
sd 1 se furnizeze din exterior lucru mecanic. Conform principiului I al termodinamicii, caldura
O cedata sursei calde este egald (in valoare absolutd) cu suma dintre caldura Q, extrasa de la
sursa rece si lucrul mecanic L furnizat la arborele masinii. Dupa scopul in care sunt utilizate,
maginile termice generatoare sunt de doua tipuri: pompe de caldura si magini frigorifice.

Pompele de caldura sunt utilizata pentru a prelua caldura de la o sursd cu temperatura
prea micd pentru a mai putea fi utilizatd in scopuri practice si a o ceda, impreund cu lucrul
mecanic furnizat la arbore, sursei calde cu o temperatura suficient de mare pentru a putea fi
utilizatd Tn anumite scopuri practice. Temperatura sursei reci depinde de natura sursei de
caldura, dar are in general valori mai mari decat temperatura mediului ambiant. Ca surse reci
pentru pompele de cédldura se utilizeaza fluide reziduale din unele procese industriale, stratul
superficial al scoartei terestre pana la adancimi de 200-300 m (pompe de caldurd cu sursa
subterand), sau chiar acumulari mari de apa (lacuri naturale sau artificiale). Temperatura sursei
calde depinde de scopul urmarit, de exemplu 35-45°C in cazul incalzirii pardoselilor sau
peretilor, 50-55°C in cazul prepardrii apei calde pentru consum menajer, sau 80-90°C in cazul
incdlzirii spatiilor cu calorifere.

Masinile frigorifice sunt utilizate pentru a scddea temperatura sursei reci sub valoarea
temperaturii mediului ambiant (instalatii de climatizare, frigidere, congelatoare etc.). Caldura
extrasa de la sursa rece este evacuata, impreuna cu lucrul mecanic consumat la arbore, de obicei
in mediul ambiant, astfel Incat temperatura sursei calde masinii frigorifice este in general egala
cu temperatura mediului ambiant. In figura 5.3 sunt reprezentate schematic o pompi de cildura
(ale carei marimi sunt notate cu indicele “p”) si o masina frigorifica (ale carei marimi sunt
notate cu indicele “f”).
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Figura 5.3: Pompa de céldura (PC) si masina frigorifica (MF) reprezentate schematic



Pe parcursul unui ciclu, ambele masini termice generatoare preiau caldura Qp de la
sursa rece, primesc lucrul mecanic L din exterior si suma lor o cedeaza sub forma de caldura Q
sursei calde, adica:

10| = Qo + || (5.10)

Spre deosebire de masinile termice motoare, pentru masinile termice generatoare nu se
poate defini un randament termic, deoarece valoarea acestora ar putea fi supraunitard (>1).

Pentru pompa de cdldurd se defineste eficienfa termicd, notatd &, In mod analog
randamentului termic, respectiv ca raport intre ceea ce se produce util (in acest caz caldura QO
cedata sursei calde) si ceea ce se consuma (lucrul mecanic L care trebuie furnizat din exterior):

p
Ll lol-0
Pentru masina frigorifica se defineste eficienta termica, notatd &, ca raportul dintre ce

este util (caldura Q) extrasa pentru racirea sursei reci) si ceea ce se consuma (lucrul mecanic L
furnizat din exterior la arborele masinii):

QO QO <1

" lo-o

(5.11)

& sau > 1 (5.12)

5.4 Procese reversibile si ireversibile

In primul capitol, un proces reversibil a fost definit ca un proces termodinamic in
cursul caruia un sistem poate suferi o transformare directa si una inversa in urma carora revine
in starea initiala fard a aparea modificari remanente nici in sistem si nici in mediul exterior.
Daca pentru ca o transformare sa fie cvasistatica este suficient ca sistemul sa treacad numai prin
stari de echilibru, pentru ca procesul sa fie reversibil se impun si conditii asupra mediului
exterior, nu numai asupra sistemului. Este deci necesar ca schimburile de energie care au loc
prin frontierele sistemului sub forma de caldura si lucru mecanic in timpul transformarii directe
si inverse sa fie egale si de sens contrar.

Se pot imagina diferite procese reversibile, ca de exemplu: curgerea In regim stationar
a unui fluid cu viscozitate nuld printr-un ajutaj convergent-divergent adiabatic; pendulul ideal
(matematic); circuitul L-C paralel cu rezistenta electrica nuld etc.

Putem de exemplu considera un piston care se deplaseaza fara frecare in interiorul unui
cilindru 1n care inchide un gaz ideal. Daca atat cilindrul cat si pistonul sunt perfect adiabatici si
pistonul se deplaseazad cu viteza infinit micd, atunci procesul de destindere urmata de
comprimare pana in starea initiala este un proces reversibil. Daca sistemul este introdus intr-un
termostat, iar deplasarea pistonului are loc tot fara frecare si cu viteza infinit mica, atat la
destindere cat si la comprimare, procesul este de asemenea reversibil. Termostatul este un
sistem cu masa suficient de mare in comparatie cu a sistemului pentru ca temperatura sa sa
ramana constantd indiferent de cantitatile de energie schimbate cu sistemul si in acest caz
reprezintd mediul exterior pentru sistemul considerat. Caldura elementard pe care termostatul o
cedeaza sistemului in timpul unei destinderi elementare datorate unei deplasari infinit mici a
pistonului cu o viteza infinit mica este egald cu caldura elementard pe care o preia de la sistem
in timpul comprimarii elementare similare pana la revenirea in starea initiald. Deci atat sistemul
cat si mediul exterior (in acest caz termostatul) revin la starea initiald in urma procesului direct
si invers, fara a apdrea modificari remanente nici in sistem nici mediul exterior, ceea ce
inseamna ca un astfel de proces este reversibil.



Procesul reversibil este Tnsa un caz ideal. Acesta nu poate fi realizat in practica, dar
poate fi utilizat ca termen de comparatie, pentru a evalua In ce masura procesele reale se apropie
de procesele ideale reversibile.

In cazul in care un proces nu este reversibil, acesta se numeste proces ireversibil.

Conditia ca transformarile care au loc in timpul procesului sd fie cvasistatice pentru ca
procesul sa fie reversibil este general valabila. Daca cel putin o stare intermediara este n afara
de echilibru, atunci transformirile directd si inversi nu mai pot avea loc pe acelasi drum. In
exemplul considerat anterior, dacd deplasarea pistonului are loc cu viteza finita, atunci la
destindere presiunea va fi mai micd pe suprafata pistonului si va creste cu departarea de acesta,
iar la destindere presiunea va fi mai mare pe suprafata pistonului si va scddea cu departarea de
acesta, deci starile intermediare nu vor fi stari de echilibru si evident transformarile directa si
inversa vor avea loc pe drumuri diferite. In acest caz, cildurile si lucrurile mecanice schimbate
pe parcursul transformarilor directd si inversa nu mai pot fi egale deoarece, fiind parametrii de
proces, depind de drumul transformarii, astfel incat un asemenea proces este ireversibil.

In exemplul anterior am impus si conditia ca pistonul si se deplaseze in cilindru fara
frecare. Nici acest lucru nu se poate realiza in practica, deoarece pentru a inchide etang gazul
din cilindru pistonul trebuie si exercite o anumita presiune pe oglinda cilindrului. In acest caz,
forta de frecare va consuma lucru mecanic atat la destindere cat si la comprimare, acesta fiind
disipat sub forma de cdldurd in mediul exterior, ceea ce reprezintd o pierdere de energie, adica
energia nu se transforma in forma doritd. Pistonul nu va reveni in pozitia initiald, deci vor
aparea modificari remanente in sistem. Caldura disipatd Tn mediul exterior poate produce
modificari remanente si in mediul exterior. Procesul real este si in acest caz ireversibil.

Caldura trece spontan (“de la sine”) intotdeauna de la un sistem cu temperaturd mai
mare la un sistem cu temperaturd mai micd, niciodatd invers, deci schimbul de caldura intre
doua sisteme cu o diferentd finitd de temperatura este un proces ireversibil. Pentru a putea
extrage caldura de la sistemul cu temperatura mai mica si a o ceda celui cu temperaturd mai
mare este necesara utilizarea unei magini termice generatoare, careia trebuie sa i se furnizeze
lucru mecanic din exterior, deci vor aparea modificari remanente cel putin in mediul exterior.

In exemplul anterior, intre sistem si mediul exterior trebuie s existe o diferenta finita
de temperatura pentru ca acestea sa poata schimba caldura pe parcursul transformarilor directa si
inversa. In interiorul cilindrului temperatura nu va fi constanti in acest caz, variind dinspre
peretele exterior spre axa acestuia, deci starile intermediare nu vor fi stari de echilibru si deci
procesul va fi ireversibil.

Procesele ideale care au fost enumerate anterior ca exemple de procese reversibile nu
pot fi realizate in realitate decat ca procese ireversibile. Orice fluid real are viscozitate finita,
deci in timpul curgerii apar forte de frecare intre particulele acestuia. Pendulul real trebuie sa se
miste Intr-un camp gravitational, pentru a exista forta de greutate, caz in care exista si forte de
frecare In punctul in care este suspendat pendulul; in plus, daca pendulul nu se misca in vid
absolut, apare si o forta de frecare cu mediul ambiant. Circuitul L-C paralel nu poate fi realizat
practic cu rezistenta electrica nuld, astfel incat o parte din energia electricd este disipatd sub
forma de caldura in mediul inconjurator.

Cauzele care produc ireversibilitatea unui proces se numesc surse de ireversibilitate.
Deoarece ireversibilitatea este in general asociatd unor pierderi de energie (prin disipare in
mediul exterior), identificarea surselor de ireversibilitate este importantd pentru gasirea unor
solutii de limitare a efectelor acestora si deci de limitare a pierderilor.

Absenta surselor de ireversibilitate atat din sistem cat si din mediul exterior duce al
conceptul de ireversibilitate totald. In practicd este uneori convenabila studierea unor procese
in care sursele de ireversibilitate lipsesc numai din sistem sau numai din mediul exterior, numite
reversibile intern i respectiv reversibile extern.



5.5 Ciclul Carnot

La inceputul secolului XIX, Nicolas Sadi Carnot a studiat procesele ciclice motoare §i a
aratat ca randamentul termic maxim dintre toate ciclurile posibile intre aceleasi temperaturi
extreme (7 si Ty) este obtinut de un ciclu ideal reversibil compus din doud transformari
izotermice si doud transformari adiabatice, fluidul de lucru fiind un gaz ideal. Acest ciclu se
numeste in prezent Ciclul Carnot, iar randamentul sau termic se numeste randament Carnot $i
se noteaza 7jc.

In figura 5.4 este reprezentat ciclul Carnot motor in diagrama p-v. Din starea 1, starea
cu parametrii cei mai ridicati (presiunea si temperatura maxime), fluidul de lucru se destinde
izotermic (la temperatura 7) pana in starea 2, unitatea de masa preluand céldura specifica ¢ de la
sursa calda, dupa care se destinde adiabatic pand la temperatura minima (7)). Urmeaza
comprimarea izotermica pand in starea 4, in timpul careia fluidul de lucru cedeaza caldura
specificd masica gy sursei reci $i comprimarea adiabatica pand in starea initiald 1.

Figura 5.4: Ciclul Carnot in diagrama p-v

Se poate imagina o instalatie formata din doua turbine si doud compresoare montate pe
acelasi arbore, in care fluidul de lucru parcurge un ciclu Carnot. Pentru ca procesul sa fie
reversibil, este necesar ca toate cele patru transformari simple si fie cvasistatice. In plus, pe
parcursul transformarilor izotermice temperatura fluidului de lucru trebuie sa fie egald cu cea a
sursei cu care schimba caldura (7 si respectiv Tp) si deci este necesar ca fluidul de lucru sa curga
cu vitezd infinit micd prin turbina §i compresorul izotermice pentru a permite schimbul de
caldura in aceste conditii. Prin turbina si compresorul adiabatice fluidul de lucru trebuie Tnsd sa
curgd cu viteza infinit mare pentru a nu avea timp si schimbe caldurd cu mediul exterior. In
general transformarile din turbine §i compresoare sunt considerate adiabatice, deoarece fluidele
curg cu viteza relativ mare si in plus se pot izola termic suficient de bine. Este insd imposibil de
construit turbine sau compresoare izotermice si este de asemenea imposibil ca In aceeasi
instalatie fluidul sa curga cu viteze infinit mari in unele parti i cu viteze infinit mici in altele.
In concluzie ciclul Carnot nu poate fi realizat practic, servind insa drept criteriu de comparatie
pentru ciclurile masinilor termice reale.

Lucrul mecanic ciclic specific masic este egal in diagrama p-v cu aria suprafetei
cuprinsd in interiorul ciclului i poate fi calculat ca suma algebrica a lucrurilor mecanice
specifice masice de acelasi tip si respectiv a caldurilor specifice masice schimbate pe parcursul
celor 4 transformari simple. Pentru a calcula randamentul Carnot se vor analiza toate cele patru
transformari simple ale fluidului de lucru, care este un gaz ideal perfect.



Destinderea izotermica 1—2 are loc la temperatura sursei calde 7= T = T5.
Conform relatiilor 4.82 si 4.83, caldura primita de la sursa caldd si lucrul mecanic
tehnic furnizat in exterior (ambele pozitive) sunt:

q=q, =1y =R -T-ln%>0 (5.13)
2

Destinderea adiabatica 2—3 are loc intre temperaturile extreme 7= 7 si Ty = 7.
Conform relatiei 4.90, lucrul mecanic tehnic furnizat in exterior este:

loz = -C‘p'(T3 -T) = Cp'(T2 —-T3) = Cp-(T* Tv) >0 (5.14)
Comprimarea izotermica 3—4 are loc la temperatura sursei reci 7y = 75 = T4.
Analog relatiei 5.13, caldura cedata sursei reci si lucrul mecanic tehnic primit din
exterior (ambele negative) sunt:
p
qo =434 =iz :Ri‘To'lnp_3<0 (5.15)
4

Comprimarea adiabatica 4—1 are loc intre temperaturile extreme 7= T4 si 7= T).
Analog relatiei 5.14, lucrul mecanic tehnic primit din exterior este:

luy = -cp(T' —Ta) = cp (T —T3) = cp(To— T) = -li»3 (5.16)

Se observa ca intregul lucru mecanic tehnic produs la destinderea adiabatica 2—3 este
consumat pentru comprimarea adiabaticd 4—1, deci lucrul mecanic ciclic furnizat de unitatea de
masd de fluid de lucru este egal cu suma algebrica a caldurilor sau a lucrurilor mecanice tehnice
schimbate pe parcursul transformarilor izotermice:

I=q+qy=l4+l5 =RTInPL 4 RT, P> = RTIn 2L - RT, In 2% (5.17)

P P4 P> pPs
Aplicand transformarilor 2—3 si 4—1 legea transformarilor adiabatice (relatiile 4.88):

k. ko k. k.
T, k-1 k-1 T \k-1 k-1
P2 _ [—2j = [lj si respectiv: P (—1] = (1]
P3 T; T, Py T, T,

se observa imediat ca:
Py _ P Ps_P1
P3Py Ps D
si atunci relatia 5.17 se poate scrie sub forma:

I=gq-|g0|= R,(T-To).ln% (5.18)
2

Inlocuind relatiile de mai sus in relatia 5.8, rezulti ca randamentul Carnot este:

R(T-T,)n 2L
e =— = py _T=1 _, To (5.19)
9 RTM? r r
P>
Din expresia randamentului termic (5.8) si cea a randamentului Carnot (5.19) rezulta ca

raportul caldurilor este egal cu raportul surselor cu care acestea sunt schimbate:

T B laol _ 1Ty
n =1 p =l-—=ne @ . T (5.20)



Ciclul Carnot poate fi parcurs si in sens trigonometric, ca ciclu generator. In acest caz
se extrage cdldura g¢ la temperatura 7 si se evacueazd cdldura q la temperatura 7, prin
cheltuirea unui lucru mecanic /. Acest ciclu este utilizat ca termen de comparatie pentru
maginile frigorifice si pompele de caldurd. Pe baza relatiilor anterioare se poate demonstra
imediat ca eficientele pompei de caldura si masinii frigorifice Carnot sunt:

£ = d ___T (5.21)
|Q|_% T-T,

si respectiv:

do  _ I
|CI|_% T-T,

ng = (5 .22)

5.6 Enunturi ale principiului al doilea al termodinamicii

Primul principiu al termodinamicii este o lege a conservarii si transformarii energiei.
Este deci, o lege cantitativa si In consecintd se exprimd matematic printr-o relatie de egalitate si
in plus nu impune nici un fel de restrictii in cea ce priveste formele de energie care se
transforma din una in alta, atita timp cAt suma lor rimane constanti. In practici s-a observat
insd ca existd fenomene care nu pot fi explicate numai pe baza acestui principiu. A aparut
necesitatea de a formula si o lege calitativa, care sa explice fenomenele observate in natura.
Aceasta lege a fost generalizatd sub denumirea de principiul al II-lea al termodinamicii. Fiind o
lege calitativd, ea va fi exprimata matematic printr-o relatie de inegalitate. Ca si principiul I al
termodinamicii, principiul al [I-lea a devenit prin generalizare o lege universala a naturii.

Prima enuntare a principiului al doilea al termodinamicii este consideratd in prezent ca
fiind datd de Carnot in lucrarea despre procesele ciclice motoare publicatd in 1824, in care a
afirmat:

“O magind termica motoare nu poate produce ciclic lucru mecanic decat daca fluidul
de lucru schimba caldura cu doua surse de caldura de temperaturi diferite”.

Trebuie precizat faptul ca la acea datd principiul I al termodinamicii nu era cunoscut si
ca Intreaga lucrare se bazeazd pe teoria caloricului (abandonatd definitiv la scurt timp dupad
aceea. Enuntul de mai sus este de fapt o sintezd a afirmatiilor lui Carnot utilizand notiunile
acceptate in prezent. In lucrarea sa Carnot introduce notiunile de ciclu termodinamic si surse
calda si rece, Incercand sa demonstreze afirmatia de mai sus fard a ardta ca enunta un principiu.

In 1849, Kelvin arati ca rezultatele studiilor experimentale asupra principiului intai al
termodinamicii din lucrdrile publicate de Mayer si Joule intre 1840 si 1848 contrazic teoria
caloricului, pe care se bazeaza lucrarea lui Carnot.

In 1850, Clausius rezolvd aceasti contradictie considerand enuntul lui Carnot ca un
principiu al termodinamicii, deci care nu poate fi demonstrat prin utilizarea unor alte principii,
ca de exemplu cel al caloricului. Clausius a reformulat (i numerotat) ambele principii ale
real (trecerea spontana a caldurii de corpul mai cald la cel mai rece) sub forma:

“Este imposibil pentru o magina care functioneaza de la sine (care nu este ajutata din
exterior prin nici un mijloc) sda transporte caldura de la un corp de temperatura data pe un altul
la o temperaturda mai mare”.

Utilizand acest enunt ca principiu, Clausius a demonstrat afirmatia care se numeste n
prezent Teorema lui Carnot. Formularea “de la sine” aratd faptul ca in naturd existd sensuri
preferentiale in care se produc spontan procesele reale si sensuri pentru care este nevoie de
consum de energie furnizata din exterior.



In 1851, Kelvin a dat un alt enunt pentru principiu al doilea al termodinamicii (des
utilizat in tratdrile clasice ale acestui principiu) sub forma:

“Este imposibil, cu ajutorul unui agent material fara viata, sa se dezvolte in mod
continuu un efect mecanic din orice portiune de materie prin rdcirea sa sub temperatura celui
mai rece dintre obiectele din mediul inconjurator”.

In 1897, Planck a aritat ca principiul al doilea al termodinamicii poate fi utilizat pentru
a determina reversibilitatea sau ireversibilitatea unui proces si a dat un nou enunt (similar celui
dat de Kelvin) si anume:

“Este imposibil de construit o masind termica motoare care sa lucreze ciclic §i sa nu
produca nici un alt efect decat ridicarea unei greutati si racirea unui rezervor de caldura”.

Se poate demonstra ca enunturile date de Clausius, Kelvin si Planck au aceleasi
consecinte, deci cd ele sunt echivalente. O astfel de masind ar produce lucru mecanic prin
absorbirea caldurii de la o singura sursa, producand numai racirea acesteia, sursa care ar putea fi
chiar mediul ambiant, deci practic nelimitatd, astfel incat aceastd masina ar fi de fapt un
perpetuum mobile. Ostwald a reformulat aceste enunturi astfel incat sa semene cu un enunt
clasic al principiului Intai, sub forma:

“Este imposibila construirea unui perpetuum mobile de speta a doua (sau de ordinul al
doilea)”.

Prin perpetuum mobile de speta a doua se intelege o masina termica de tipul celor
definite de enunturile anterioare ale principiului al doilea, a carei functionare nu contrazice insa
principiul intai al termodinamicii.

Planck a mai aratat ca “toate procesele in care intervine frecarea sunt ireversibile”, sau
generalizand “toate procesele naturale sunt ireversibile”. Se poate de asemenea demonstra ca
orice afirmare a ireversibilitdtii unui proces real poate fi considerata ca o enuntare a principiului
al doilea al termodinamicii.

Aceste formulari duc la concluzia ca lucrul mecanic, ca energie ordonatd, poate fi
transformat integral in energie internd sau in altd forma de energie, pe cand energia interna se
poate transforma numai partial in lucru mecanic sau in altd forma de energie, adica capacitatea
ei de transformare este mai mica decét energiile ordonate: energia electrici sau mecanici. Intre
diferitele forme de energie existd deci diferente calitative.

Pe baza relatiei de egalitate intre raportul caldurilor schimbate cu sursele de caldurd si
raportul temperaturilor acestora in cazul unui ciclu reversibil (relatia 5.20), Kelvin a definit
scara absolutd de temperatura (care in prezent 1i poartd numele), aratand ca aceastd scard nu
depinde de natura nici unui sistem si cd modul in care a fost definitd o face echivalenta cu scara
de temperatura a termometrului cu gaz ideal la volum constant (definita in capitolul 2).

5.7 Entropia

Principiul al doilea al termodinamicii evidentiaza diferentele calitative dintre diferitele
forme de energie, reversibilitatea si ireversibilitatea proceselor, sensul preferential in care se
desfasoara spontan procesele reale.

Fiind o lege calitativa, principiul al doilea al termodinamicii va fi exprimat prin relatii
de inegalitate. Pentru a putea scrie aceste relatii este necesar sa se defineasca un parametru de
stare nou, masurabil direct sau indirect, care sd se poata modifica cel putin in anumite conditii
particulare Intr-un singur sens, pentru ca variatia acestuia sa fie o masurd calitativa a formelor
de energie si a gradului de ireversibilitate a proceselor. Acest nou parametru de stare a fost
introdus de Clausius si denumit entropie.

Consideram un ciclu reversibil oarecare parcurs de un gaz ideal, reprezentat grafic in
diagrama p-v in figura 5.5.



Figura 5.5: Ciclu reversibil oarecare 1n diagrama p-v

Alegem din familia adiabatelor din planul p-v cele doud adiabate tangente exterior in
punctele 1 si 4 la ciclul oarecare ales initial si Incd doua care il intersecteaza in punctele 2 si 6 si
respectiv 3 si 5. In acest fel ciclul initial a fost impartit in trei cicluri si anume: ciclul I (1261),
ciclul IT (23562) si ciclul III (3453). Cum in diagrama p-v lucrul mecanic ciclic este egal cu aria
suprafetei inchise de ciclu, este evident ca prin Tnsumarea ciclurilor I, II si III se obtine ciclul
oarecare ales initial. Intr-adevir, lucrul mecanic produs la destinderea adiabatici 2—6 in ciclul
I este consumat pentru comprimarea adiabatica 6—2 in ciclul II, iar lucrul mecanic produs la
destinderea adiabaticd 3—35 1n ciclul II este consumat pentru comprimarea adiabatica 5—3 in
ciclul III.

Consideram acum ca intersectam ciclul oarecare ales initial cu un numar foarte mare de
adiabate, astfel incat acestea sa fie infinit apropiate intre ele, ca de exemplu adiabata 3—5 de
adiabata 3’—>5°. Daca numarul adiabatelor care intersecteaza ciclul oarecare este suficient de
mare, atunci punctele 3 si 3’ si respectiv 5’ §i 5 sunt infinit apropiate, iar transformarile 3—3’ si
5’—5 sunt transformari elementare. Am impartit astfel ciclul initial intr-un numéar foarte mare
de cicluri elementare de tipul ciclului (33°5°53).

Pentru fiecare ciclu elementar astfel definit, deoarece transformarile care fac parte din
ciclul oarecare initial sunt transformari elementare, acestea pot fi acceptate ca izotermice (starile
extreme fiind infinit apropiate). Atunci fiecare ciclu elementar este un ciclu Carnot,
transformarile elementare (de tipul 3—3° si 5°—>5) fiind izotermice, iar cele finite (de tipul
3’—>5’ s1 5—3) fiind adiabatice, deci relatia 5.20 este valabild pentru fiecare ciclu elementar.
Deoarece transformarile izotermice sunt transformari elementare, caldurile schimbate cu cele
doua surse sunt si ele cantitati elementare. Pentru un ciclu elementar Carnot oarecare “j” putem
atunci scrie relatia 5.20 sub forma:

T; Ty; T, T,



Renuntand la scrierea explicitd a faptului ca intotdeauna caldura cedata surei reci este
negativa si renuntand si la notarea cu indicele “0” a marimilor corespunzatoare sursei reci, se
poate scrie cd pentru fiecare ciclu elementar Carnot suma tuturor rapoartelor dintre cildura
schimbata si temperatura sursei este nuld, adica

59 % _ o 267Q=0

J 0j J

In relatiile de mai sus apar numai parametrii (de stare si de proces) ai transformarilor
izotermice elementare. Insumand ultima relatie pentru toate cele “n” cicluri elementare Carnot
in care a fost impartit ciclul oarecare ales initial se obtine:

i 89 _, (5.23)

=

Aceasta inseamna ca suma rapoartelor dintre cdldura schimbata si temperatura sursei
respective pentru toate transformarile elementare (considerate izotermice) in care a fost Impartit
ciclul oarecare ales initial este nuli. In cazul in care numarul izotermelor cu care se
intersecteaza ciclul oarecare tinde spre infinit, inseamnd ca si numadrul transformadrile in care a
fost impartit acesta tinde spre infinit, deci acestea chiar sunt transformari elementare si pot fi
considerate izotermice 1n sensul ca temperatura sursei cu care se schimba caldura este egald cu
temperatura fluidului de lucru in orice stare de echilibru de pe parcursul ciclului oarecare. In
acest caz n—oo si suma din relatia 5.23 devine integrala curbilinie definitd pe conturul inchis de
ciclul reversibil oarecare ales initial, adica:

§6—Q =0 (5.24)
T

Integrala din relatia 5.24 se numeste “integrala lui Clausius”. In orice ciclu reversibil
integrala lui Clausius este nuld. Integrala fiind definitd pe un contur inchis, rezulta ca expresia
de sub integrald este diferentiala unui parametru de stare, deoarece aceasta este una dintre
proprietdtile parametrilor de stare. Acest nou parametru de stare a fost denumit de Clausius
entropie, se noteaza cu “S” si este un parametru extensiv din grupa parametrilor calorici de stare
(ca si energia interna si entalpia). In relatia de definitie a entropiei in forma diferentiald se
utilizeaza si indicele ’rev” pentru a evidentia faptul ca integrala lui Clausius este nula numai in
cazul proceselor ciclice reversibile:

_ 8Qrev i
== {K} (5.25)

Ca si pentru orice alt parametru extensiv, se poate defini parametrul intensiv numit
entropie specifica masica prin raportare la masa sistemului:

_ds 8 [_1

ds -
m T |kg-K

(5.26)

Se observa ca unitatea de mdsura a entropiei specifice masice este identicd cu cea a
constantei termodinamice caracteristice a unui gaz ideal si cu cea a capacitatii calorice specifice
masice, dar spre deosebire de aceasta din urma, unitatea de masura a temperaturii [K] nu se
poate inlocui cu [°C] deoarece in relatia de definitie a entropiei nu apare o variatie infinit mica a
temperaturii, ci temperatura absoluta 7.



5.8 Proprietatile entropiei

Entropia fiind un parametru de stare extensiv, ea este o marime aditiva, adica entropia
unui sistem compus din mai multe subsisteme aflate in echilibru termic este egald cu suma
entropiilor tuturor subsistemelor componente.

S=8i+8+..+8=)8 (5.27)

Entropia unui sistem intr-o stare de echilibru in care are temperatura absolutd 7" se
poate calcula integrand relatia 5.25 intre o stare de referintd (de exemplu cea cu temperatura
absoluta 0) si starea respectiva a sistemului, adica:

T
S, =8, + jSQT (5.28)

Entropia este deci definitd numai cu aproximatia unei constante de integrare, in acest
caz entropia sistemului la temperatura absolutd 0 (notatd Sy in relatia 5.28). Nernst a aratat ca
entropia sistemelor omogene la temperatura absolutd zero este nuld. Aceastd afirmatie este
uneori denumitad principiul al treilea al termodinamicii, dar este in general cunoscutd ca
Teorema lui Nernst, nefiind recunoscuta ca principiu al termodinamicii deoarece nu este general
valabild (ci doar pentru sisteme omogene) si nu necesitd definirea unui nou parametru de stare
(ca si celelalte principii), c¢i doar precizeaza o proprietate a unui parametru de stare definit in
cadrul principiului al doilea.

In aplicatiile tehnice nu este necesari cunoasterea constantei de integrare, deoarece se
calculeaza numai variatiile entropiei, In unele cazuri fiind convenabil sa se aleaga o alta stare de
referintd in care sa se atribuie prin conventie entropiei valoarea 0. In cazul in care sistemul
sufera o transformare cvasistaticd, variatia entropiei sale se poate calcula integrand relatia de
definitie in forma diferentiala intre stirile extreme. In plus, cildura elementard schimbata de
sistem se poate explicita din expresiile matematice ale principiului intai, adica:

JSva deer 14 ‘jdl V-dp (5.29)

S2 _Sl
1

Fiind un parametru de stare, variatia entropiei in timpul unei transformari nu depinde
de drumul transformarii, ci doar de starile extreme (initiala si finald) de echilibru. Pentru a
putea integra efectiv relatiile 5.29 trebuie sd se cunoasca ecuatia termica de stare §i ecuatiile
calorice de stare ale sistemului respectiv.

5.9 Calculul variatiilor de entropie

In cazul in care un sistem parcurge o transformare finiti 1—2, in general nu ne
intereseaza valorile absolute ale entropiei in stdrile extreme (1 si 2), ci doar variatia entropiei
sistemului in timpul transformarii. Aceasta se poate determina prin integrarea relatiei de
definitie sub forma diferentiala intre starilel si 2.

2
AS=8,-S, =[ds

In cazul in care sistemul suferda o transformare cvasistaticd in cadrul unui proces
reversibil, cdldura schimbata se poate determina din expresiile matematice ale principiului intai
al termodinamicii:



A S:i 80 _ {AU+SL :j-lerSLt :T dU+pdV :j-dl-Vdp

T

T T

—_—— o

1

In cazul in care sistemul este un gaz ideal se pot utiliza ecuatiile calorice de stare si
ecuatia termicd de stare a gazului ideal. Pentru o masa unitard se poate scrie:

2

As=s2-s1—'[ du+pdv J- ¢, dT J-pdv dT R_[ %+R_41nﬁ (5.30)
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Sau:

AS:SZ-Slz.Z[ di-vdp _ .Z[deT _j-vdp = cpj.dT - R, J.dp lnE—Ri 2 (5.31)

T T T = T pl
de unde rezulta ca
T T
¢, n—+R InZ=c In2-R .InP2 (5.32)
I Vi 1 P

Din expresia de definitie a entropiei sub forma diferentiala data de Clausius se observa
ca in cazul general entropia unui sistem poate varia in ambele sensuri. Daca sistemul primeste
caldura, aceasta este pozitiva, iar temperatura 7 fiind de asemenea pozitiva, inseamna ca 65>0
adica entropia sistemului creste. Daca sistemul cedeaza caldura, aceasta este negativa si atunci
00<0, deci entropia sistemului scade. Fiind un parametru de stare extensiv, entropia unui
sistem se modifica si daca acesta schimbd masa cu mediul inconjurator.

Anterior am afirmat ca noul parametru de stare necesar a fi introdus pentru principiul al
doilea al termodinamici (entropia) trebuie sa se poatd modifica intr-un singur sens cel putin in
anumite cazuri particulare, pentru a putea indica sensul preferential de desfasurare a proceselor
reale si pentru a putea evalua gradul de ireversibilitate a acestora.

Deoarece entropia se poate modifica in ambele sensuri atunci cand sistemul schimba cu
mediul Tnconjurator energie sau masd, vom analiza cazul unui sistem inchis si izolat. Fiind un
parametru de stare, entropia unui sistem inchis si izolat aflat in stare de echilibru trebuie sa
ramana constantd. Putem analiza cazul unui sistem compus din cel putin doud subsisteme care
nu se afld in echilibru termic intre ele, de tipul celui din figura 2.1. In mult cazuri practice este
insa necesar sa se analizeze starile de neechilibru sau procesele ireversibile ale unor sisteme
deschise si/sau neizolate. In aceste cazuri se poate defini un sistem inchis si izolat prin izolarea,
impreuna cu sistemul analizat, a unei portiuni suficient de mari din mediul exterior astfel incat
eventualele interactiuni prin frontiera imaginara considerata sa poata fi neglijate.

Consideram de exemplu o casd incalzitd (cu temperatura 7;) aflatd iarna in atmosfera
terestrd (cu temperatura aerului 7, < 7). Casa este un sistem inchis, dar nu si izolat. Pentru a
defini un sistem inchis si izolat, consideram ca sistemul de incalzire este oprit §i ca izoldm,
impreunad cu casa, un volum suficient de mare din atmosfera terestrd. Daca suprafata imaginara
care constituie frontiera sistemului astfel definit este suficient de departe de casa, temperatura
aerului atmosferic nu se modifica datoritd caldurii preluate de la casa (deci atmosfera este un
termostat) si chiar daca prin frontiera imaginara exterioara a sistemului se schimba masa (prin
actiunea vantului), acesta va avea aceeasi temperaturd, deci se poate accepta ca sistemul astfel
definit nu schimba nici masa si nici energie cu mediul exterior.

In interiorul sistemului definit mai sus, subsistemul casd va ceda cildurd subsistemului
atmosferd. Atunci entropia ambelor subsisteme se modifica. Entropia casei scade, iar entropia
atmosferei creste. Caldura schimbata este aceeasi ca valoare absoluta, dar este negativa pentru
casa si este pozitiva pentru atmosfera. Entropia totala a sistemului se poate si ea modifica.



Conform proprietdtii de aditivitate a parametrilor de stare extensivi, variatia totald a
entropiei este egald cu suma variatiilor entropiilor tuturor subsistemelor care alcatuiesc sistemul,
adica pentru un proces elementar:

dS=dS,+dS, (5.33)
Inlocuim variatiile elementare ale entropiilor celor doua subsisteme cu relatia de

definitie a lui Clausius, tindnd cont de faptul cd aceeasi caldurd trece de la un subsistem la
celdlalt (6Q =80,=-

o 139 _[3g|
T, T, _|Q| T, T, _| Q|T T, (>34)

Deoarece aerul din casa are temperaturd mai mare decat cel atmosferic (7. > T,) rezulta
ca (T, - T,) > 0, deci dS > 0, adica entropia sistemului creste. Cum céldura trece intotdeauna de
la corpul mai cald la cel mai rece, rezultd ca intotdeauna entropia unui sistem inchis si izolat
creste atunci cand in interiorul sdu are loc un proces ireversibil.

In timp, casa se riceste pana ajunge la temperatura aerului atmosferic. Dupa timpul de
relaxare, T, = T, deci T, - T, = 0, deci dS = 0 (entropia sistemului rdmane constantd). Deci la
echilibru termic entropia unui sistem atinge valoarea maxima posibila plecand dintr-o stare de
neechilibru datd. Cu cat starea initiald a sistemului este mai departe de echilibru, cu atat
cresterea de entropie este mai mare.

In exemplul anterior putem considera un proces reversibil in care casa ar schimba
caldura cu aerul atmosferic avand 1nsa ambele aceeasi temperaturd. Un exemplu analog este o
transformare izotermica a ciclului Carnot, pe parcursul carei fluidul de lucru schimba caldura cu
o sursi de aceeasi temperaturd, procesul fiind si in acest caz reversibil. In oricare din aceste
cazuri, cand in interiorul unui sistem au loc numai procese reversibile, din relatia 5.34 se vede
ca entropia sistemului rimane constanta.

Orice proces ireversibil are Tnsd loc cu cresterea entropiei, adicd ireversibilitatea
creeazd Intotdeauna entropie. Si in cazul unui sistem aflat intr-o stare in afard de echilibru care
tinde spontan spre o stare de echilibru entropia creste deoarece si acest proces este ireversibil.

.....

ireversibil cu 0Si.y, s€ poate scrie ca in general:

ds= SQT +88, (5.35)

rev

In cazul general, pentru un sistem care suferd o transformare finita 1—2 se poate scrie
relatia 5.36, numita si inegalitatea lui Clausius:

2 2

AS:Sz'SlszSQﬂJF(Sirev)lz > ISQ& (5.36)
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In concluzie se poate spune ci in cazul in care un proces este reversibil variatia
entropiei este egald cu integrala lui Clausius, iar dacd procesul este ireversibil variatia entropiei
este mai mare decat integrala lui Clausius.

O expresie des intdlnitd in termodinamicd se poate deduce din relatia de definitie in
forma diferentiald a entropiei si expresiile matematice ale principiului intdi pentru procese
reversibile:

T -ds=du+p-dv=di-v-dp (5.37)
sau, in forma generala scrisa pentru prima oard de Clausius si denumitd ecuatia fundamentala a
termodinamicii:

7:dS > dU + p-dV (5.38)



Se mai pot defini doud funtii potential termodinamice, care sunt utilizate intr-o alta
metoda de tratare a proceselor termodinamice:

- entalpia libera Gibbs: G=1-T-S (5.39)
- energia internd liberd Helmholtz: F=U-T'S (5.40)

5.10 Diagrama T - s

In diagrama mecanica (p-v) se poate reprezenta grafic lucrurile mecanice, dar nu si
caldurile schimbate pe parcursul unei transformari. Conform postulatului de stare, starea unui
sistem este determinata de valorile a doi parametri de stare independenti. Deci orice stare de
echilibru a unui sistem poate fi reprezentata intr-o diagrama plana cu doua axe de coordonate in
functie de oricare doi parametri de stare independenti alesi. La studiul procesele care au loc in
instalatii termice se folosesc frecvent diagrame in care pe una dintre axele de coordonate (de
obicei abscisa) este entropia specifica masica s [J/kg K]. Acestea se numesc diagrame entropice
si cele mai des Intdlnite sunt diagramele 7-s si i—s.

Entropia fiind un parametru de stare definit in functie de caldura schimbatd si
temperatura absolutd a sistemului, este de asteptat ca intr-o diagrama plana 7-s caldura specifica
masicd g sd se poatd reprezenta grafic in functie de temperatura absolutd 7" si entropia specifica
masica s. In figura 5.6 este reprezentatd in diagrama 7-s o transformare cvasistatici 1—2 dintr-
un proces reversibil si o transformare nestaticdi 1—2;; din cadrul unui proces ireversibil
desfasurat din aceeasi stare initiald 1 pana la o stare finald 2; aflata la aceeasi temperatura cu
starea finala 2 a transformarii cvasistatice.

2 2ir
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Figura 5.6: Transformare cvasistatica si nestatica In diagrama 7-s

Din relatia de definitie a entropiei specifice masice in forma diferentiala (ds = 6¢gyev/T)
se observa imediat cd se poate exprima caldura elementara specificd masica schimbata intr-un
proces reversibil elementar in functie de temperatura absolutd 7' si variatia elementard a
entropiei specifice masice ds:

SQrev: T-ds (541)

iar pentru transformare finitd cvasistatica 1—2 din figura 5.6 cdldura specificad masicad se poate
calcula integrand relatia 5.41 intre starile extreme:

2
(@ )2 = [T+ ds (5.42)
1



Din figura 5.6 se observa ca in diagrama 7-s cdldura elementara specifica masica (0grey)
este egald cu aria dreptunghiului de latime ds si inaltime 7 (consideratd constantd pentru
transformarea elementard), iar caldura specifica masica (grv)12 Cu aria suprafetei cuprinsa intre
curba transformarii si axa entropiilor (cu conditia ca sistemul de axe de coordonate sd aibd
originea in punctul 0 (7=0 si s =0).

Deoarece stérile de neechilibru nu se pot reprezenta grafic, transformarile nestatice sunt
reprezentate si In diagrama 7-s prin linii intrerupte. Din acest motiv caldura schimbata in timpul
unui proces ireversibil nu poate fi reprezentati grafic in aceasti diagrami. In cazul
transformarii nestatice 1—2;; din figura 5.6, starea finald 2;; se afld la dreapta starii finale 2 a
transformarii cvasistatice, la entropia specificd masica sy > s, datoritd entropiei generate de
ireversibilitatea procesului. In cazul transformarii nestatice inverse (nereprezentati in figura
5.6) din starea 2 pana in starea finala 1;, aflata la aceeasi temperatura cu starea 1, aceasta s-ar
afla de asemenea la dreapta starii 1, cu syi; > 51, tot datorita entropiei create de ireversibilitate.
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Figura 5.7: Transformarile simple ale gazului ideal in diagrama 7-s

In figura 5.7 sunt reprezentate transformarile simple ale gazului ideal in diagrama T-s.

Izoterma (d7 = 0) este evident o dreapta orizontald, nu numai in cazul gazului ideal, ci
pentru orice sistem, indiferent de natura sa chimica.

Din relatia de definitie a entropiei in forma diferentiald rezultd imediat ca pentru o
transformare adiabaticd intr-un proces reversibil 8¢y = 0 = ds = 0, deci in diagrama 7-s
aceasta este reprezentatd printr-o dreaptd verticala (de entropie constantd) numitd izentropd.
Transformarile adiabatice din procese ireversibile au loc cu crestere de entropie, deci vor fi
reprezentate cu linie Intreruptd curbd, starea finala aflandu-se la dreapta stdrii initiale, indiferent
de sensul in care are loc transformarea. Aceste reprezentdri sunt si ele valabile pentru orice
sistem, nu numai pentru gazul ideal, deoarece depind numai de relatia de definitie a entropiei.

Pentru a putea insa reprezenta grafic in diagrama 7-s izobarele si izocorele trebuie sa
integram relatia de definitie a entropiei pentru conditiile specifice transformadrii izobarice (dp=0)
si respectiv izocorice (dv=0), iar pentru aceasta este necesar sd se cunoasca ecuatiile de stare ale
sistemului respectiv.



Pentru gazul ideal, in parametrii intensivi, utilizind expresiile matematice ale
principiului intai al termodinamicii, se poate scrie:

du+p-dv_di-v-dp
T T T
Inlocuind diferentialele energiei interne specifice masice si entalpiei specifice masice
din ecuatiile calorice de stare respective si impunind conditiile transformarii izocorice $i
respectiv izobarice, relatiile 5.43 se integreaza astfel:

ds = 8Qrev _

(5.43)

§=S¢
dv=0 = ds=du/T = (cydD)/T = s=so+tcyInT = T=¢ (5.44)
S§=5¢
dp=0= ds= di/T=(cpydT)/T = s=so+cylnT = T=e (5.45)

Din ecuatiile de mai sus se observa cd in diagrama 7-s izocorele si izobarele gazului
ideal sunt curbe exponentiale, sy fiind Tn ambele cazuri constanta de integrare. Acestea au insa
pante diferite, determinate de subtangentele lor (raportul dintre functie si derivata sa).

Pentru transformarea izocorica:

570
T':d—T:Le R lzcv (5.46)
ds ¢, T’
Pentru transformarea izobarica:
5—=S¢
r=9_ e o T (5.47)
ds ¢ T'

p

Dupa cum se vede si in diagrama din figura 5.7, deoarece conform relatiei lui Mayer
intotdeauna c, > ¢y, panta izocorei este mai mare decat cea a izobarel.

In diagrama T-s se poate arita grafic foarte usor ci randamentul ciclului Carnot este
randamentul termic maxim posibil pentru un ciclu care se desfagoard Intre aceleasi temperaturi
extreme. Pentru aceasta consideram un ciclu oarecare (1°2°3°4°1’), care se desfasoard intre
aceleasi temperaturi extreme 7 si 7y intre care functioneaza si ciclul Carnot (12341), ambele
inchizand cate o suprafata cu arii egale, deci avand acelasi lucru mecanic ciclic (figura 5.8).

1 2’ 2
lc aria (12341)
Me = =~ = 1~
qgc aria(12s,s,1)
_ I aria (12'3'4'l')
Ty aria (123,05, 1)
3

s
Figura 5.8: Ciclul Carnot si un ciclu oarecare in diagrama 7-s



Pentru ca lucrurile mecanice ciclice sa fie egale, ariile hagurate in sens contrar trebuie
sd fie egale, adicd aria (12341) = aria (1°2°3°4°1’). Caldura primita de ciclul oarecare este egala
cu aria (1°2°3’s3's;1”), care este Intotdeauna mai mare decat caldura primita de ciclul Carnot,
egala cu aria (12s;s;1), si deci Intotdeauna randamentul termic al ciclului oarecare este 7 < 7¢
randamentul Carnot.

5.11 Exergia gi anergia

5.11.1 Definitii

Principiul al doilea al termodinamicii aratd cd nu toate formele de energie se pot
transforma integral in alte forme de energie. Din acest motiv, pentru studiul calitativ al
proceselor reale este utilizata notiunea de exergie, notata “Ex”, care este definitd ca partea din
energia totald a unui sistem care se poate transforma integral in altd forma de energie. Partea
din energia unui sistem care nu se poate transforma in altd formd de energie se numeste anergie
si se noteazi “An”. In general energia totald a unui sistem este compusa din exergie si anergie,
adica:

E=Ex+An [J] (5.48)
sau in parametrii intensivi (pentru unitatea de masa):
e=ex+an [J/kg] (5.49)

In anumite cazuri particulare, una din cele doud componente poate fi nuld. Energia
electrica si energia mecanica de exemplu contin numai exergie. FEnergia mediului contine
numai anergie. Energia internd contine insa atat exergie cat si anergie, deoarece o parte din ea
poate fi transformata 1n energie mecanica.

Exergia este deci o mdsura a calitatii energiei. Cu cat contine mai multd exergie, cu
atat este mai valoroasa energia respectiva.

Din principiul al doilea al termodinamicii rezultd imediat cd sunt adevarate afirmatiile:
1. la toate procesele ireversibile se transforma exergie in anergie;
2. numai la procesele reversibile exergia raimane constanta;
3. nu se poate transforma anergia in exergie.

Partea din energie care se transforma in anergie in timpul unui proces ireversibil se
numeste exergie pierduta si se noteazd “Ex,” Pentru un sistem care sufera o transformare din
starea initiald 1 in starea finald 2 astfel incat energia sa totald rdmane constanta, se poate scrie,
in cazul general:

Ex; +Any = Ex, + Any
sau: Any — Any = Exi —Ex; = (Exp)12 (5.50)

In cazul unui proces reversibil exergia pierdutd este nuld, iar in cazul unui proces
ireversibil exergia pierdutd are valoare numerica pozitiva.

5.11.2 Exergia caldurii

Caldura poate fi transformata in lucru mecanic numai prin utilizarea unui ciclu motor.
Dupa cum a fost demonstrat anterior, randamentul Carnot este randamentul termic maxim care
poate fi obtinut (teoretic) pentru un ciclu motor desfasurat intre doud temperaturi extreme date.
Exergia caldurii Q primita de sistem de la sursa calda cu temperatura 7 este deci lucrul mecanic
ciclic L obtinut intr-un ciclu Carnot cu temperatura minima disponibild a sursei reci, care este



temperatura mediului ambiant. Dacd am incerca sa coboram temperatura sursei reci sub
temperatura mediului ambiant ar fi necesara utilizarea unei masini frigorifice, care ar consuma
lucru mecanic. Atunci exergia caldurii Q primitd de un sistem cu temperatura 7 este:

)
Ex:[“?j 0 (5.51)

iar anergia acesteia este:
T,
An = 7a 0 (5.52)

In cazul in care sistemul suferd o transformare 1—2 1n timp ce primeste caldura O,
exergia acesteia este:

Ex,, = 2 I_T_a 00 =0, _TaZS_Q =0, -1, '[(Sz _Sl)+(Sir)12] (5.53)
1 r 1 T
iar anergia acesteia este:
2
)
Anyy :Ta_[7Q:Ta '[(Sz _Sl)+(Sir)12] (5.54)
1

Pentru un proces ireversibil in care un sistem cu temperatura 7; cedeaza caldura Q unui
alt sistem cu temperatura 7, < Tj, exergia pierdutd in timpul acestui proces este:

T T 1 1
Ex ., =Ex, —Ex,=20-220=T | ——|-O0=T, -(S, 5.55
pl2 1 2 TZQ Tl Q a (Tz TIJ Q a ( 1r)12 ( )

Procesele reale fiind ireversibile, ele duc la o degradare a energiei prin transformarea
exergiei in anergie. Exergia pierdutd este o masurd calitativd a pierderilor termodinamice
marimi existand si o relatie de proportionalitate, dupd cum se vede in relatia 5.55. Tot din
aceastd relatie se observa cad exergia pierdutd este cu atdt mai mare cu cat este mai mare
diferenta de temperatura intre cele doua sisteme care schimba caldura.

5.11.3 Diagrama fluxului exergetic - anergetic. Randamentul exergetic

Fluxurile sau cantitatile de energie schimbate in timpul unui proces termodinamic pot fi
reprezentate grafic prin sdgeti a caror latime este proportionald cu parametrul pe care il
simbolizeaza. O astfel de diagrama se numeste diagrama Sankey si este o reprezentare grafica
numai a principiului intai al termodinamicii. In figura 5.9 sunt prezentate diagramele Sankey
pentru un proces de schimb de caldura (fig. a) si respectiv 0 magina termica motoare (fig. b).

n [N

sau

a) b)



Figura 5.9: Diagramele Sankey pentru schimb de cédldura (a) si masina termica motoare (b)

Dupa cum se observa din figura 5.9, diagrama Sankey nu da nici o informatie despre
principiul al doilea al termodinamicii, despre reversibilitatea sau ireversibilitatea proceselor, sau
despre cat din energia disponibila a fost efectiv transformata intr-o forma utila.

Pentru a putea reprezenta grafic si informatii de acest tip se pot utiliza diagrame ale

fluxurilor exergetice si anergetice schimbate in timpul proceselor reale, in care fiecare sageata
proportionald cu o anumitd caldurd sau lucru mecanic este impartitd in doud benzi de culori
diferite proportionale cu exergia si respectiv cu anergia cantitdtii respective de energie.
In figura 5.10 este reprezentati diagrama fluxului
pd exergetic - anergetic pentru procesul de schimb de caldura
intre sistemele cu temperaturile 77 > 7, analog celui din
Ex, An, figura 5.9 a). Se observa cd este reprezentat printr-o linie
orizontala locul in care se petrece efectiv procesul, iar exergia
pierdutd Ex,, este reprezentatd in acest loc ca un segment de
grosime mai mare.

Pentru cazuri particulare se trec in diagrama valorile
Ex, An, numerice ale temperaturilor, exergiilor, anergiilor si exergiei
pierdute, astfel incat se pune clar in evidenta faptul ca
pierderea de exergie este cu atdt mai mare cu cat este mai
mare diferenta de temperaturad dintre sistemele care schimba
caldura. In cazul reprezentat in figura 5.10, din aceeasi
caldura Q cedatd de sistemul cu temperaturd mai mare doar
Figura 5.10: Diagrama fluxului Ex, mai poate fi transformata in altad forma de energie de catre

exergetic — anergetic pentru  sistemul mai rece, deci calitatea aceleiasi cantitati de energie
transferul de caldura scade cu valoarea exergiei pierdute.

In figura 5.11 sunt reprezentate diagramele fluxului exergetic — anergetic pentru o
masind termica motoare reversibila (a) si una ireversibila (b).
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Oorev = Any . Qoir =Any
T, ~ Z T : Z
a) b)

Figura 5.11: Diagrama fluxului exergetic - anergetic pentru masina termica motoare
reversibila a) si ireversibila b)

In ambele cazuri prezentate in figura 5.11, lucrul mecanic maxim posibil se obtine
atunci cand temperatura sursei reci este egala cu temperatura mediului ambiant (7 = 7;), caz In
care toatd cdldura cedatd sursei reci contine numai anergie, ea nemaiputand fi transformatd in
nici o altd forma de energie, adicd Oy = An, indiferent dacad procesul ciclic este reversibil sau
ireversibil. Presupunand ca ambele masini termice reprezentate in figura 5.11 primesc aceeasi
caldura Q de la sursa calda cu aceeasi temperatura 7, lucrul mecanic maxim este produs de catre
ciclul Carnot.



Presupunind ca masina termica reprezentatd in figura 5.11 a) functioneaza dupa ciclul
Carnot, randamentul termic al acesteia este randamentul Carnot §i se poate scrie:
Lrev — Q_QOrev — Exl — Exz (5.56)
Q Q 0 0

Pentru magina termica motoare reprezentata in figura 5.11 b), care functioneaza dupa
un ciclu ireversibil, randamentul termic se poate scrie:
7, = % _ Q_QQOir _ Egz _ Ex _QEXPIZ (5.57)

Pierderea care poate fi redusa prin Imbundtatirea performantelor masinii termice
motoare ireversibile este exergia pierdutd EXpi, prin reducerea cdreia randamentul termic se
apropie de valoarea randamentului Carnot. Pentru a pune clar in evidentd performanta masinii
termice motoare ireversibile este util sd se defineasca randamentul exergetic, acesta fiind
raportul dintre exergia produsa si cea primitd, aratand astfel cat de mult lucru mecanic se obtine
efectiv din cel maxim disponibil teoretic, sau cat de mult se apropie masina reala respectiva de
cea ideald care lucreaza dupa ciclul Carnot. Randamentul exergetic este atunci:

e =

ex Ex, Ex, Ex, (5:58)

sau, tinand cont de relatiile 5.56 si 5.57:

Ex, —Exyin Q- Qs
azbve 0 0 Q0 _m
Exy 0 Ex, _%_Uc
0 0

Mex = (5.59)



TRANSMITEREA CALDURII

8.1 Notiuni generale

Transmiterea caldurii reprezintd procesul de transmitere a energiei interne in interiorul
aceluiasi sistem termodinamic, din zonele cu temperaturi mai mari spre cele cu temperaturi mai
mici sau Intre sisteme termodinamice diferite, aflate la temperaturi diferite. Caldura trece
intotdeauna de la sistemul cu temperaturd mai mare la cel cu temperaturd mai micd (aceasta
afirmatie reprezentand de fapt si un enunt al principiului al doilea al termodinamicii). Deoarece
nu poate sa apara decat in cazul unei diferente finite de temperatura intre sisteme si in interiorul
unui sistem (care se afla astfel intr-o stare de neechilibru), procesul de transmitere a caldurii este
intotdeauna ireversibil, avand loc cu pierdere de exergie si cu generare de entropie.

In studiul proceselor de transmitere a cildurii este necesara cunoasterea temperaturii in
interiorul sistemelor studiate. Valorile temperaturii sunt diferite In interiorul unui sistem, deci
orice sistem care suferd un proces de transmitere a caldurii se afla intr-o stare de neechilibru.
Temperatura fiind un parametru termic de stare, campul de temperaturd este un camp scalar,
care depinde in general de coordonatele de pozitie si de timp. Valoarea functiei temperatura in
toate punctele sistemului, se numeste camp de temperatura. Campul de temperatura este un
camp scalar. Dacd temperatura unui anumit punct din spatiu variazd in timp, campul de
temperaturd se numeste nestationar, iar dacd nu variaza in timp, cAdmpul de temperaturd se
numeste stationar.

Locul geometric al punctelor cu aceeasi temperatura se numeste suprafata izotermica.
Suprafetele izotermice nu se intersecteazd niciodatd (temperatura nu poate avea doud valori
diferite in acelasi punct). Ele sunt suprafete inchise sau limitate de marginile sistemului.

Drumul cel mai scurt de la o suprafatd izotermica de temperaturd “#” la una alaturata de
temperaturd “#+Ar” este cel masurat pe directia normalei la suprafatd (in figura 8.1 se vede ca
An < Ax, oricare ar fi directia Ox diferitd de normala On). Limita raportului dintre Af si An
atunci cand An—0 se numeste gradient de temperatura.

Gradientul de temperatura are deci relatia de

n
X definitie:
t+At
- . At _ Ot
e lim 2 =i O gradr=vi [Kim]  (8.1)
An AX Ao Ap on
unde: 7, versorul normalei.

t/_o Gradientul de temperaturd este un vector cu
directia normala la suprafata izotermica, avand sensul
Figura 8.1: Suprafete izotermice  pozitiv in sensul de crestere a temperaturii.

Cercetarile teoretice si experimentale au pus 1n evidentd complexitatea proceselor de
transmitere a caldurii. Din acest motiv studiul acestor procese se imparte in studiul mai multor
fenomene simple de transmitere a caldurii: conductia, convectia si radiatia termica. Legile de
baza ale acestor moduri de transmitere a caldurii sunt complet diferite.

Conductia termica este mecanismul prin care caldura se transmite in interiorul unui
corp indiferent de starea lui de agregare. Transmiterea caldurii prin conductie termica se
realizeaza prin propagarea cadldurii din aproape in aproape intre particulele sistemului, pe baza
ciocnirilor dintre acestea, cauzate de miscarea lor libera in interiorul corpului sau a sistemului.

Convectia termica este modul prin care cadldura se transmite intre un perete solid si un
fluid (compresibil sau incompresibil) aflat in miscare relativa fata de acesta.



Radiatia termica este de fapt radiatia electromagnetica. Ea produce efecte termice in
materiale atunci cand energia termicd radiata ajunge la nivelul materialului. Efectele termice
semnificative sunt produse de radiatia electromagnetica din spectrul infrarosu (lungimi de unda
A =0,36 + 0,78 um) si din spectrul vizibil (lungimi de unda A = 0,78 + 360 um).

8.2 Conductia termica

8.2.1 Legea conductiei termice

Conductia termica reprezintd modul de transmitere a cdldurii din aproape in aproape, la
nivel microscopic, prin contact direct intre particulele corpului. In metale, conductia termici are
loc in principal prin difuzia electronilor liberi. in materiale solide cristalizate, conductia termic
are loc prin vibratiile elastice ale ionilor retelei cristaline. In solide dielectrice amorfe si in
lichide, conductia termica are loc prin unde elastice provocate de schimbul de impulsuri dintre
moleculele cu energie de agitatie termica diferita. In gaze, conductia termica are loc in principal
prin difuzia atomilor sau a moleculelor.

Fourier a demonstrat cd intotdeauna cantitatea de energie care se transmite sub forma
de céldura prin conductie termica este direct proportionald cu gradientul de temperatura, aria
suprafetei prin care se transmite caldura si durata de desfasurare a procesului, conform ecuatiei
8.2, numita Legea lui Fourier:

d2§:—ﬂ-ﬁog-dA-dT:—A-Vt-dA-dr (8.2)
n
unde: QO [J] - caldura transmisa;

A [m®] - aria sectiunii prin care se transmite cildura;

T [s] - timpul in care se transmite caldura;

A [W/m:K] - coeficientul de conductie termica al materialului la temperatura la care are
loc schimbul de céldura.
Semnul "-" a fost introdus deoarece caldura se transmite in sensul descrescator al
temperaturii, iar gradientul de temperatura este pozitiv in sensul cresterii temperaturii.
Fluxul de caldura, definit ca fiind cdldura transmisa in unitatea de timp prin suprafata

cu aria 4, se noteazi cu O [W] si este:
= d§ B
Q—E—L—l-Vt-dA (8.3)

Densitatea fluxului de caldura, definit ca fiind fluxul de caldurd transmis prin unitatea
de suprafata, se noteaza cu ¢ [W/m?] si este.

azd—Qz—z-w (8.4)

dA

Deoarece 1n general intereseaza numai valorile (in modul), sensul de transmitere fiind
evident, 1n relatiile de mai sus se poate renunta la scrierea in forma vectoriala.

Factorul de proportionalitate A din legea lui Fourier se numeste coeficient de conductie
termica sau conductivitate termica $i este o caracteristicd a materialului (care se determina pe
cale experimentald), avand ca unitate de masurd [W/ m*K] sau [W/m*°C]. In general valoarea
sa variaza

Coeficientul de conductie termica A este o caracteristicd de material, care in general cu
starea de agregare, cu faza starii de agregare, cu presiunea, cu temperatura, cu axele de
cristalizare, cu umiditatea, cu porozitatea etc. Pentru un material dat, cea mai importantd este



variatia cu temperatura. Cercetarile au aratat ca, pentru majoritatea substantelor, 4 este o
functie liniara de temperatura.
Ca valori orientative:
- pentru gaze A= 0,006 + 0,6 [W/m” K] si creste cu temperatura;
- pentru lichide A= 0,09 + 0,7 [W/m” K] si in general scade cu temperatura;
- pentru materiale de constructii 4 = 0,02 + 3 [W/m® K] si creste cu temperatura,
densitatea si umiditatea materialului;
- pentru metale A = 2 + 414 [W/m® K] si scade cu temperatura, dar mai ales in
prezenta impuritatilor, astfel Incat aliajele au conductivitatea termicd mult mai mica
decat oricare dintre componente (de ex., la temperatura de 0°C, A, = 414 [W/m® K],
Acu = 395 [W/m® K], Aa; = 202 [W/m® K]).
in general, daca A < 0,2 [W/m? K] materialul se numeste izolator termic.
Valorile conductivitdtilor termice pentru toate materialele utilizate in practica sunt
determinate experimental si sunt date in tabele in literatura de specialitate.

8.2.2 Ecuatiile diferentiale ale conductiei termice

Forma generala a ecuatiei diferentiale a conductiei termice a fost stabilitd de Fourier.
Consideram, intr-un sistem cartezian de axe de coordonate, un element de volum dV = dx-dy-dz,
in care se transmite tridimensional caldurd prin conductie. Fluxul elementar de cdldura transmis
prin acest element de volum se poate calcula ca suma fluxurilor elementare de caldura transmise
in lungul celor trei axe de coordonate (Ox, Oy si Oz) si In cazul general (nestationar) este:

arQ'lz—i ;tx-ﬂ s 2,000, 0 zz-@ -dV (8.5)
0x ox) oy\ ' oy) oz 0z
Daca A nu depinde de temperaturd si de directie (Ax = Ay = A, = A 51 dA/dr = 0), rezulta:
: o't ot 0t
dQ, =-4- + + -dV 8.6
o (&cz oy* 822] (8.6)
sau:
dQ, = —div(A-gradt)-dV = —A-div(gradt) = —A-V’t-dV (8.7)
Operatorul Laplace (V9 aplicat campului de temperatura are, in coordonate carteziene,
forma:
2 2 2
v 0L 0, 01 (8.8)
ox~ oy~ oz
si in coordonate cilindrice:
2 2 2
vy Ot lon, 1ot ot (8.9)

+— +—
or* ror r’op’ 0z

Fluxul elementar de cédldurd inmagazinat sau eliberat de volumul elementar d} din
materialul respectiv, prin modificarea in timp a temperaturii sale, este:

do, :p-c-(g—t)dlf (8.10)

T

unde: p [kg/m’] - densitatea materialului;
¢ [J/kgK] - capacitatea calorica specifica a materialului.



Unele materiale pot contine surse interne de caldurd (pozitive sau negative), de
exemplu barele de combustibil nuclear sau unele roci contin elemente radioactive care
elibereazd energie prin fisiune nucleard, conductori prin care circula curent electric (efectul
Joule — Lenz), reactii chimice etc. In ipoteza ci sursele interne de caldurd sunt uniform
distribuite, fluxul de cdldura furnizat de acestea se poate exprima prin relatia:

dQ, =g, -dV (8.11)

unde: ¢, [W/m’] - densitatea volumica a fluxului surselor interne de caldura.

Ecuatia de bilant energetic, conform principiului intai al termodinamicii, este:
dQ, +dQ, =dQ, (8.12)

Inlocuind in relatia 8.12 fluxurile elementare de caldura cu expresiile lor (din relatiile
8.7, 8.10 51 8.11) si rearanjand termenii, se obtine:

ot A .

- Vzt + q_V

ot p-c p-c

Raportul A/pc) se noteaza cu “a”, se numeste difuzivitate termica si are unitatea de
misurd [m*/s]. Se obtine astfel forma generald a ecuatiei diferentiale a conductiei termice,
numita ecuatia lui Fourier:

O g vis e (8.13)

ot p-c

In cazul cel mai general A, psi ¢ depind in principal de temperatura, dar si de presiune
(mai ales pentru gaze). In plus, A poate sa aiba valori diferite dupa directii diferite in spatiu, mai
ales in cazul substantelor solide cristaline.

In cazul unui cAmp de temperaturi stationar, se obtine ecuatia lui Poisson:

a-Vi+-L =9 (8.14)
p-c
In cazul unui cAmp de temperaturd stationar fird surse interne de cilduri, se obtine

ecuatia lui Laplace:

a-Vit=0 (8.15)

Ecuatiile diferentiale ale conductiei termice pot fi integrate analitic numai In anumite
cazuri particulare ale unor procese relativ simple, dintre care unele sunt prezentate in
continuare.



8.2.3 Conductia unidimensionala in regim stationar prin pereti plani paraleli de
extindere infinita fara surse interne de cildura

Consideram un perete plan orizontal de
extindere infinitd format din trei straturi de grosimi

&\x%&%x G ) e o s

&2

8.2). Fluxul de cédldura se transmite unidirectional si
campul de temperaturd se modificdA numai pe verticala.

§&%§N\Eﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

t care un anumit strat contine substante radioactive, trebuie

Figura 8.2: Conductia termicd  {inut cont de sursele interne de caldura corespunzatoare,

prin perete plan neomogen conform legii lui Poisson. In caz contrar, conductia

termica are loc conform legii lui Laplace scrisd pentru un

camp de temperaturd unidimensional, care variaza numai dupd axa z, derivatele partiale de
ordinul 2 in raport cu x si y fiind deci nule, iar cea in raport cu z trecand in derivata totala:

&1

d’t
2.0 8.16
= (8.16)
Prin integrarea succesiva a ecuatiei 8.16 se obtine:
N_C o di=C-d
dz
si t=C,-z+C,

Constanta de integrare C; se obtine imediat din legea lui Fourier particularizatd pentru

procesul considerat:
_ . ? N Clz??% (8.17)
z 'z

Constanta de integrare C,; se poate determina din conditiile la limitd, de exemplu pentru
stratul 1, la inaltimea z = 0 (pe fata inferioara a peretelui) temperatura are valoarea ¢, si rezulta:

C, =1, (8.18)

Temperatura curentd ¢ in stratul 1 variaza deci liniar cu adancimea, conform functiei:

lzzl_%z (8.19)

Din a doua conditie la limita pentru stratul 1, respectiv ca pe fata sa superioard (la
adancimea z = d) temperatura are valoarea f,, rezulta:

. 0 . A4
it R P =0 (¢t —¢ 8.20
q A 17 h q 5 ( 1 2) ( )
Prin analogie, se pot scrie direct aceste relatii atat pentru stratul 2:

. A
=L -l < q:_z'(tz_t3)

g -2
I A 0,



cat si pentru stratul 3:

. O . A
qgF=t-t, < q=—3-(l‘3 _t4)
/13 63
Densitatea fluxului de caldura transmis prin conductie In regim stationar prin cele trei
straturi diferite (fard surse interne de cdldurd) este evident constantd. Insumand relatiile din
stanga corespunzatoare celor trei strate si regrupand termenii rezulta:

g= Ll _L-4
ﬁ + é + é Rech
A L4

sau generalizand pentru un perete compus din # straturi diferite:

. Lt -t

q — ln éz‘Jrl _ 1 n+l (821)
Zii Rech
o A

unde: R, [K/W] - rezistenta echivalenta la conductia termica.

8.2.4 Conductia unidimensionala in regim stationar prin pereti cilindrici de lungime
infinita fara surse interne de caldura

In cazul unui perete cilindric, cildura se transmite prin conductie de la suprafata
interioara a peretelui spre cea exterioara sau invers. Temperatura variazd numai In directie
radiald, astfel incat in coordonate cilindrice campul de temperatura este unidimensional,
suprafetele izotermice fiind suprafete cilindrice coaxiale.

r <dr Consideram un perete cilindric omogen de lungime
A infinitd (practic de lungime /»r;), cu razele suprafetelor
h'g interioard si exterioard r; < rp, cu temperaturile pe aceste

suprafete #; > £, (figura 8.3). Peretele fiind omogen, materialul
S I din care este construit are aceleasi proprietdti in tot volumul (4 =
[ const.). In plus, consideram ca peretele nu contine surse interne
de caldura si ca regimul termic este stationar.
v Fluxul de caldurd transmis prin perete si functia de
r variatie a temperaturii se pot determina prin integrarea legii lui
ro | Fourier si a ecuatiei lui Laplace scrise in coordonate cilindrice
pentru acest caz particular. Conform legii lui Fourier, fluxul de
Figura 8.3: Conductia  caldurd transmis printr-un strat cilindric de raza r si grosime dr,

prin perete cilindric delimitat de doua suprafete izoterme, este:
Q’:—»Aﬂ:—x-zn-r-lﬂ
dr dr

Prin integrare, se obtine:

f=—— 2  nrsc (8.23)
2w Al

Constanta de integrare C se determina din conditiile de contur. La raza r = r; (pe
suprafata interioard a peretelui) temperatura este ¢ = #; si In acest caz:



= % Inry +C (8.24)

La raza r = r, (pe suprafata interioara a peretelui) temperatura este ¢ = t,, deci:
0
t,=————-Inr, +C 8.25
2= (8.25)
Eliminand constanta de integrare C din ecuatiile 8.24 si 8.25 se obtine fluxul total de

caldura transmis prin conductie prin peretele cilindric considerat:

szn-x-l-(tl—tz)

r
2
In—
5]

(8.26)

Deoarece la acelasi flux de cdldura transmis prin suprafata exterioard si interioard,
ariile suprafetelor sunt diferite, densitatea fluxului de caldura este diferita la cele doua raze:

Q _ tl_tz

i = _ (8.27)
Rz hn2
7
. ' t, —t
0= Y -2 (8.28)
merc b B h
VI

Evident ¢,>¢,. Din acest motiv, pentru conductia prin pereti cilindrici se introduce
notiunea de densitate liniara de flux de caldura (g, [W/m]):

ql:Q:M.(tl_tz):”'(’l‘fz):”'(fl‘fz) (8.29)
l lnrl i nri Rech
4 24 q

unde: R, [m-K/W] - rezistenta la conductie termica pe metru liniar de perete cilindric.
Temperatura curenta ¢ in perete, la raza curenta, r este:
r

In—
I

t=t—(t, 1) ., (8.30)

Ul

In

In concluzie, variatia temperaturii in peretele cilindric cu A constant este logaritmica.
Dacd A nu este constant cu temperatura (aceasta se intampla la variatii mari ale temperaturii in
perete), trebuie adoptatd o lege de variatie liniara a coeficientului de conductie, care conduce la
modificarea expresiilor fluxului de caldura si a temperaturii curente in perete:

. 7[1-(1‘1 1)) __ 7r1~(t1 —tzr) 8.31)
‘In-2 —In2
2/10'|:1+Z2)'(f1+12):| " 21,,,,1 h

si respectiv:



P [ VO VA AN PR /2 oL B (8.32)
b 2 1 1

Tk

In unele cazuri, de exemplu conducte izolate, peretii cilindrici sunt neomogeni, fiind
formati din cel putin trei straturi diferite (conducta de otel, izolatia termicd si protectia
mecanicd), ale caror proprietati termodinamice sunt diferite.

Consideram un perete cilindric vertical de lungime infinitd compus din trei straturi
diferite, cu contact termic perfect intre ele. Razele, coeficientii de conductie termica si
temperaturile straturilor sunt indicate in figura 8.4.

In regim termic stationar, densitatea liniara a fluxului de caldura (¢,) este constanta in

toate cele trei straturi, astfel incat se poate scrie:

t1
| —In* ——In? ——In*
ts 2 n 24, n 24
ty Rezulta de aici urmatoarele diferente de temperatura:
N v PR /I S I ML
PN , .
— o= Lgnn_d 14,
| 4 27 A, n 27w A d,
| Figura 8.4: . - 1 d
Conductia prin peretii L=t = 9 IECIRE TR M1

e 1oe . 2r A, r 2 A, d,
cilindrici neomogeni
Adunand cele trei relatii anterioare si rearanjand termenii, rezultd densitatea liniard a

fluxului de caldura:

o z-(t,—t,)
©ETT 4, 1 d, 1 d, (8.34)
— Ly mB
24 d, 24, d, 24 d,

Pentru » straturi din materiale diferite, densitatea liniara a fluxului de caldura este:

— ”'(tl_t;m) :ﬂ-'(tl_t/m) (8 35)
/ n 1 d.+1 R , .
Zi.lnli ech
i=1 2/11' d,

1

Temperaturile suprafetelor de contact intre straturile diferite sunt:

q 1 d,
t,=t,————In— 8.36
27N T nd1 (8.36)
q 1 d,
ty=t, +———-In— 8.37
3=t A nd3 (8.37)

Functia de variatie a temperaturii in fiecare strat este de asemenea logaritmica, de
forma relatiei 8.30.



8.2.5 Trecerea caldurii prin pereti cilindrici

Un perete omogen sau neomogen separa de obicei doud fluide cu temperaturi diferite ¢
si tp. Caldura se transmite de la un fluid la altul prin intermediul peretelui. Daca in perete
caldura se transmite prin conductie, de la primul fluid la perete si de la perete la al doilea fluid
caldura se transmite prin convectie si radiatie. Acest proces complex de transmitere a cdldurii
se numeste trecere de caldura.

Fluxul de céldura transmis prin convectie si radiatie de la fluidul cald cu temperatura ¢
la peretele cu temperatura #;, se poate exprima sub forma:

Q:al 'Al’(tfl _tl) (8.38)

unde: «a, =a, +a, [W/mK] - coeficient de transmitere a caldurii de la fluid la perete;

o - coeficientul de convectie (definit in capitolul 8.3);
ayr - coeficientul echivalent de transmitere a caldurii

Ol | prin radiggie. o '

- %% Acelasi flux de cédldurd va fi transmis prin conductie

4 m ‘ prin perete, conform relatiilor stabilite anterior, iar de la perete
“ : la fluidul mai rece, conform relatiei (similare relatiei 8.38):

. | - O=a, 4,-(,-1,,) (8.39)
|
l

unde: «a, =a,, +a,,

H Zx ty In figura 8.5 este reprezentat un perete cilindric
! neomogen, format din doud straturi cu conductivititi termice

diferite (A4; # A), care separa doud fluide cu temperaturile

2 g > tp. In regim stationar, densitatea liniara a fluxului de
caldura transmis de la fluidul cu temperatura #; la perete este
constantd §i egala cu cea a fluxului de cédldura transmis prin

N

3 >

Figura 8.5: Trecerea conductie prin straturile peretelui si cu cea a fluxului de caldurda
caldurii prin peretii transmis de la perete la fluidul cu temperatura . Pe baza
cilindrici relatiilor prezentate anterior, densitatea liniard a fluxului de

caldura este:

. -\ -t -\, —t

q,=27z~r1-a1-(tfl—t1)=7z1(‘ ;)zﬂ-l(z ;)=27r-r3-a2-(t3—tf2) (8.40)
—_ . niz 7.1n73
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Diferentele de temperaturd sunt:
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Prin adunarea acestor relatii se obtine:



— =i-(L+i-mr—2+ﬂi~mr—3+ ! J (8.41)

" a-n A I » h Oy n
_ - T (tfl th)
sau: 4= I Z ] . 1 (8.42)
+—In—=+—-In—+
a,-d, 24, d, 24, d, a,-d
Pe de alta parte, densitatea liniard a fluxului de cdldura ¢, se poate scrie:
g =K -x(t,~1,) (8.43)
Din aceasta relatie rezultd coeficientul liniar global de trecere de caldura (K)):
K, = 1 (8.44)

I L.

i+1 1

+ - -
a,-d, ‘=24 d a,-d

n+l

Temperaturile curente in interiorul peretelui se calculeaza la fel ca in cazul transmiterii
caldurii prin conductie.

8.3 Convectia termica

Prin convectie termica se intelege transmiterea caldurii intre un fluid in miscare si un
perete care delimiteazd miscarea fluidului. Pentru producerea schimbului de caldurd este
necesara existenta unei diferente finite de temperaturd intre fluidul in miscare si perete. In
continuare se va nota cu ¢ - temperatura fluidului si cu ¢, - temperatura peretelui.

Cand miscarea fluidului se produce liber, ca urmare a diferentelor de densitate datorate
diferentei de temperatura din masa fluidului, procesul se numeste convectie libera, iar cand
miscarea fluidului se produce fortat, datoritd diferentelor de presiune create in mod artificial,
procesul se numeste convectie fortata. La convectia liberd, curentul predominant de fluid se
produce pe directia verticala, pe cand la convectia fortata poate avea orice directie.

Indiferent de natura miscarii fluidului, se deosebesc doud regimuri hidrodinamice de
curgere: laminar si turbulent. La curgerea laminara, spre deosebire de cea turbulenta, viteza de
curgere nu are componente perpendiculare pe directia de curgere.

Indiferent de caracterul curgerii si de natura migcdrii fluidului, datorita fortelor de
atractie moleculard, la perete se formeaza un strat aderent de fluid, care se numeste strat limita
laminar. In acest strat limita, curgerea este intotdeauna laminara, iar viteza variaza liniar, de la
zero la perete pana la o vitezd oarecare. Prin stratul limitd laminar transmiterea céldurii se
realizeaza numai prin conductie in fluid.

O importantd deosebitd in convectia termicd o are coeficientul de conductie termica al
fluidului Af §i grosimea stratului limita laminar 6. Grosimea stratului limita laminar depinde de
proprietatile fizice ale fluidului, deci de natura fluidului, dar in masurd mult mai mare depinde
de caracterul curgerii. La curgerea turbulentd, schimbul de caldura intre fluid si perete este mult
mai intens decat la curgerea laminara.

Pentru calculul caldurii schimbate prin convectie intre un perete cu aria 4, avand
temperatura #, si un fluid cu temperatura f, neinfluentatd de temperatura peretelui, in timpul 7,
se utilizeaza legea lui Newton:

Q:a-A~(tp—tf)-r (8.45)



unde: & [W/m*K] - coeficient de transmitere a caldurii prin convectie (coeficient de convectie)

Aceasta formula este foarte simpla ca forma. In realitate insi, coeficientul de convectie
a este o functie complicatd si dificil de determinat, depinzand de multe marimi fizice: viteza,
densitate, temperaturd, presiune, capacitate calorica specificd, viscozitate, coeficientul de
conductie termicd. Toate aceste marimi variaza in lungul curentului datorita schimbului finit de
caldura, care duce in special la modificarea temperaturii, atdt in fluid cat si in stratul limita. In
cazul unui regim nestationar de schimb de cdldurd aceste marimi variaza si cu timpul. Pentru
determinarea coeficientului de convectie se face apel la ecuatiile diferentiale care modeleaza
fenomenul de convectie termica.

Transmiterea céldurii prin convectie depinde de miscarea fluidului, de modul cum se
transmite caldura prin conductie prin straturile de fluid si de conditiile de contur. Fluidele reale
sunt fluide vascoase, deci pentru descrierea miscarii lor, pe langd ecuatiile de continuitate, se
folosesc si ecuatiile Navier-Stockes. Conductivitatea prin straturile de fluid este descrisa de
ecuatia lui Fourier generalizata pentru fluide in miscare. Ecuatia de contur ia in considerare
modul in care se produce transferul de caldura intre fluid si perete prin stratul limita.

Ecuatia de continuitate se exprima astfel:

0
p(awx 2 w, J +w, 90 % b __% (8.46)

+w, w2 =
ox oy oz ox oy 7 oz or

. 0 U . s .
Termenii de forma (wx a—p) reprezintd, evident, modificarea densitatii fluidului pe
X

. R 0 o
drumul (dx = w, -dr), provocati de fenomenul de convectie, pe cand termenul (—pj reprezintd

z'
modificarea locald a densitatii. Modificarea in timp sau in spatiu a densitdtii fluidului se poate
produce ca urmare a modificarii presiunii sau temperaturii. Suma celor doua modificari ale
densitatii reprezinta variatia totald a densitatii, numita si diferentiala substantiala a densitatii,
care se scrie sub forma:

@=6—p+w ~6—p+w a'0+w 9p (8.47)

dc or o oy ¢ ez

Cu aceasta notatie, ecuatia de continuitate pentru fluide compresibile devine:

0
% - _ an + Wy + aM}z (848)
dr ox oy oz
sau: bp =—p-divw (8.49)
dr
Ecuatia de miscare a fluidelor vascoase este:
ﬂ:—l-graa’p+1/-V2w+g-,B-At (8.50)
dt P
1 dv -1 . . c e
unde: S =—-— [K''] - coeficientul de dilatare volumica.

v dt



Pentru un fluid compresibil, in partea dreapta a relatiei mai apare un termen de frecare,
datoritd miscarilor suplimentare, conditionate de deformarea elementului de masa din cauza
modificarii densitatii. Cu acest termen ecuatia de miscare devine:

ﬂ:@wtwgma’w:—l~graa’p+v-[v2 -w+l~graddiij+g-ﬂ-At (8.51)
dr oOr o, 3

unde: v="1 [m?/s] - viscozitatea cinematica a fluidului.

Ecuatia conductiei termice pentru fluide in miscare pune In evidentd modul de
transmitere a caldurii prin conductie in fluidul aflat in miscare. Intr-un mediu stationar, ecuatia
conductiei termice in lipsa surselor interne de caldura, rezultd astfel:

a o't 0t 0
—=a- + +
or ox*  oy* oz

=a-V’t (8.52)

In cazul unui fluid In miscare, temperatura nu depinde numai de timp, cum s-a scris in
ecuatia lui Fourier, ci si de spatiu. Din aceastd cauza Kirchhoff a completat ecuatia lui Fourier,
introducand variatia substantiala de temperatura. In cazul fluidelor in miscare, se poate scrie:

Dt ot ot ot ot o't 0t 0t
—=_—tw, W, —tw,—=a| Sttt (8.53)
dr 0t ox oy 0z ox~ oy° oz

sau: o +w-gradt=a-V’t (8.54)
or
Dt )

sau: —=a-Vt (8.55)
dt

Pentru diferente mari de presiune si pentru viteze mari, Rayleigh a completat aceasta
ecuatie cu un termen care reprezintd variatia substantiala de presiune (Dp/d7) si cu un termen
prin care se ia in considerare lucrul mecanic de frecare W; cauzat de viscozitatea fluidului.

Ecuatia lui Rayleigh, tindnd cont si de sursele interne de caldura, este:

1 4,

Dr_ L Dpogy 1oy, (8.56)
dr  p-c, dr pc, = p-c,

sau: ﬁ+ W-gradt= ! (8_]9_'_ w- grad pj +a-Vit+ W, + 9, (8.57)
or p-c, \Ot p-c, p-c,

In regim stationar dispar derivatele de forma 0/07, iar daca vitezele sunt moderate se
pot neglija si variatiile de presiune si lucrul mecanic de frecare, rezultand urmatoarea ecuatie:

W-gradt=a-V’t (8.58)

Ecuatia de contur ia in considerare modul in care se transmite cdldura de la perete la
fluidul in miscare prin stratul limitd laminar, considerat ca fiind egal cu stratul limita termic.
Prin acest strat, definit ca un strat de fluid aderent la perete, caldura se transmite numai prin
conductie. In regim stationar, se poate scrie egalitatea dintre cildura transmisd prin conductie
prin stratul limita si cdldura transmisa fluidului Tn miscare:



Q:a-A~(tp—tf)~r:—/I-A-(gj T (8.59)
' on),
ot
sau: j=a-\t, -t )=—1-| — 8.60
i=al, )= (5] (8.60)

unde: o [W/m*K] - coeficientul de convectie;

A [W/mK] - coeficientul de conductie termica a fluidului;

- (?j [K/m] - gradientul de temperatura in fluid la perete.

n
p

Spre deosebire de ecuatia lui Bidt, in aceasta ecuatie intervin marimile fluidului, nu ale
materialului peretelui.

8.3.1 Teoria similitudinii

Stabilirea ecuatiilor diferentiale care descriu un fenomen fizic este in general posibila,
chiar in cazul fenomenelor foarte complexe. In unele situatii particulare se pot accepta ipoteze
simplificatoare care permit integrarea aproximativa prin metode numerice sau foarte rar chiar
integrarea analitica exacta. Rezolvarea analitica insd, a acestor ecuatii este in majoritatea
cazurilor imposibild. Din aceastd cauza, pentru stabilirea unor relatii cantitative intre marimile
care caracterizeaza fenomenul trebuie sd se facad apel la cercetarea experimentald. Existda Tnsa
fenomene fizice care nu pot fi studiate pe aceastd cale, in marime naturala, din cauza
dimensiunilor prea mari ale instalatiei in care se produce fenomenul respectiv.

In practica se utilizeazi foarte des relatii de calcul stabilite experimental prin studierea
unui model la dimensiuni de laborator care este similar cu un grup sau cu o clasa de fenomene
intalnite in practicd. Pentru ca modelul sa fie similar cu fenomenele reale, el trebuie sa
indeplineasca conditiile de similitudine (asemdnare) geometrica (proportionalitatea lungimilor si
egalitatea unghiurilor) si in plus similitudinea tuturor celorlalte marimi care caracterizeaza
procesul. Marimile care caracterizeaza un proces sunt marimi fundamentale: lungime, masa
timp, temperaturd, etc. (cele care definesc sistemul de unititi de masurd) si marimi derivate
obtinute din cele fundamentale (de exemplu viteza = spatiu / timp).

La construirea unui model, scara de realizare a marimilor fundamentale se poate alege
pentru fiecare marime in parte. Pentru marimile fundamentale, de exemplu lungime, se poate
scrie:

' v '
c =ll—1=ll—,2=...=ll” =... (8.63)
1 2
unde: ¢; - factorul de scara al dimensiunii liniare
/" - dimensiunile liniare de la model
[ - dimensiunile liniare de la original

Pentru marimile derivate, factorii de scard nu pot fi alesi arbitrar, ei rezultdind din
factorii de scara ai marimilor fundamentale, pe baza relatiilor de definitie ale marimilor
respective. De exemplu factorul de scara pentru viteze este:

n

r r
AR A N AR e
C =—=—FT=——=—=— 8.64
w1 T (8:69
T T

unde: ¢ - factorul de scara pentru lungime;
¢, - factorul de scara pentru timp;
¢y, - factorul de scara pentru viteza.



Din relatia 8.64, prin regrupare, se poate determina o relatie de egalitate Intre marimile
de la original si cele de la model:

o T (8.65)

Se observa ca, dacd se cunosc marimile ce caracterizeaza un fenomen si ecuatiile care 1l
modeleaza, chiar si in formd diferentiald, se pot obtine marimi adimensionale care
caracterizeaza atat fenomenul respectiv, cat si modelul. Daca o astfel de marime are aceeasi
valoare pentru model si fenomenul real, atunci intotdeauna acestea sunt asemenea. Astfel de
marimi se numesc invarianti sau criterii de similitudine $i prin definitie sunt adimensionale.

Teoria dezvoltatd pentru modelarea fenomenelor fizice, numita teoria similitudinii, are
la baza trei teoreme:

Teorema 1: Pentru doud sisteme fizice asemenea se pot deduce invarianti sau criterii de
similitudine care au aceeasi valoare la ambele sisteme.

Teorema 2: (Teorema © sau Teorema Buckingham) Solutia integrald a ecuatiilor diferentiale
poate fi reprezentatd ca o functie de invariantii care caracterizeaza fenomenul.

Teorema 3: (Teorema lui Chirpicev si Guhman) Conditia necesara si suficientd pentru ca doua
fenomene fizice sd fie asemenea consta in asemanarea conditiilor de unicitate in
care se desfasoara fenomenul si in identificarea invariantilor dedusi din conditiile
de unicitate la cele doua fenomene.

Pentru orice fenomen fizic de pot stabili un numar mai mare sau mai mic de criterii de
similitudine, in functie de numarul de marimi fizice care il caracterizeazd. O ecuatie
determinata experimental, pe model, intre invariantii care caracterizeaza fenomenul, se numeste
ecuatie criteriala si este valabila pentru toate fenomenele reale similare cu modelul.

8.3.2 Ciriterii de similitudine utilizate In transmiterea caldurii

Conductia in regim stationar

Ecuatia diferentiala care descrie fenomenul de conductie termicd este ecuatia lui
Fourier. Fara surse interne de caldura, ecuatia pentru fenomenul original devine:

ot o’t
AN i 8.66
or ¢ ox’ (8.66)
Ecuatia de contur este ecuatia lui Biot:
a-At=-1- (QJ (8.67)
ax x'=0
In cazul modelului, ecuatiile devin:
or' o’t'
g 8.68
or' ¢ ox'? (8.:68)
a"Af'= —ﬂ'.(a—tj (8.69)
ax' x'=0

Factorii de scard pentru marimile care intervin in aceste relatii sunt:



(8.70)

Din conditia ca ecuatia lui Fourier pentru model sd fie identica cu cea pentru original
rezulta criteriile de similitudine Fourier (Fo) si Biot (Bi):

1

_al-zr = al': = const.= Fo (8.71)

a . l '_ 1 .

—— =——=const. = Bi (8.72)
T T

Acestea, impreund cu un invariant de naturd geometrica (x/xp) - pentru precizarea
pozitiei in corp - formeazd ecuatia criteriala pentru conductia termicd, in cazul in care
temperatura mediului ambiant este nula:

L. cp[Fo,Bi,i] (8.73)

Ly Xo

unde: Xo - mdrime geometrica determinanta;
to - temperatura initiald in punctul respectiv.

Convectia termica

Fenomenul de convectie depinde si de conditiile de contur:

e conditiile geometrice - caracterizeaza forma si dimensiunile corpului ce limiteaza
fluidul considerat;

e conditiile fizice - caracterizeaza proprietatile fizice ale mediului;

e conditiile de margine (sau la limita) - tin seama de modul transferului de caldura
la suprafetele marginale ale corpului;

e conditiile de timp - caracterizeaza transferul de caldura in timp.

Pentru a stabili criteriile de similitudine si ecuatiile criteriale pentru convectia termica
se considera cazul cel mai complet si anume cazul in care apare atat curgere fortata, cat si libera
(acesta apare la curgerea prin tevi verticale). Se considerd doud tuburi verticale, asemenea
geometric, prin care circuld doua fluide cu proprietati fizice diferite.

In urma unui calcul analog cu cel din cazul precedent, se determind criteriile de
similitudine:

e criteriul de similitudine Euler:

P _ Py _ const.= Eu (8.74)

2 2
PrwW PrW,

e criteriul de similitudine Reynolds (determinant in convectia fortata):
w -l ow, -l
—L1=—2 2 const.=Re (8.75)
Vi V)
e criteriul de similitudine Grasshoff (determinant in convectia libera):

3 3
8- f ZAtl h_ &5 ZAtz : = const. = Gr (8.76)
v, V,




e criteriul de similitudine Peclet:

el = Wyh = const. = Pe (8.77)
a, a,

e criteriul de similitudine Nusselt:

a‘—'ll = 052_-[2 = const.= Nu (8.78)
4 4

Deoarece in majoritatea cazurilor practice fluidele pot fi considerate incompresibile,
din cauza vitezelor de curgere destul de mici, in ele nu se produc variatii sensibile de presiune si
densitate. Ca urmare, in cazul considerat, criteriul de similitudine Euler (Eu) nu joaca un rol
deosebit in transmiterea caldurii si, deci, nu va intra in ecuatiile de invarianti.

Pe langa invariantii prezentati panda acum, se pot folosi si altii, proveniti din
combinarea acestora. Foarte frecvent se foloseste criteriul de similitudine Prandtl, care are
avantajul cd nu contine decat proprietatile fizice ale fluidelor:

_E_w-l-v_v

Pr=— = =— (8.79)
Re a-w-l a

Un alt criteriu de similitudine mult folosit este Stanton (St), definit astfel:

S Nu al-via aa ald @« (8.80)

- Re-Pr_/l-w-l-v_l-w_p-c-/i-w_p-c-w

In cercetirile experimentale de transmitere a caldurii prin convectie, se urmireste
determinarea coeficientului de convectie care intrd numai in expresiile criteriilor de similitudine
Nusselt sau Stanton.

O ecuatie criteriald care tine cont atat de curgerea fortata, cat si de cea libera este de

forma:

Nu = f(Fo,Re,Pr,Gr) (8.81)
sau: Nu=f (Fo,Re,Pe,Gr) (8.82)
sau:  St= f(Fo,Re,Pr,Gr) (8.83)
sau:  St= f(Fo,Re,Pe,Gr) (8.84)

In regim termic stationar, criteriul de similitudine Fo nu are nici o important, deci va
disparea din ecuatiile criteriale. La curgerea turbulentd fortatd se poate neglija influenta
miscarii libere. In acest caz, criteriul de similitudine Gr dispare din ecuatiile criteriale. Pentru
acest caz, in regim termic stationar, ecuatia criteriald va fi de forma:

Nu= f(Re,Pr) sau Nu= f(Re,Pe) sau (8.85)
St = f(Re,Pr) sau St= f(Re,Pe) (8.86)

Metoda similitudinii poate fi extinsd si la corpuri care nu respectd asemdnarea
geometricd, dacd sunt corpuri de acelasi fel (tevi avand raporturi diferite intre lungimi si
diametre). In acest caz, in ecuatiile criteriale trebuie si apard rapoartele //d. Trebuie insa
precizat cu mare acuratete domeniul de valabilitate al acestor relatii, deci care sunt valorile
limita ale criteriilor de similitudine care intervin in relatie, intre care relatia se poate folosi.



Expresiile matematice ale ecuatiilor criteriale se determind experimental. Pentru
convectia libera cu pereti plani sau cilindrici, verticali sau orizontali, se utilizeaza cel mai des
ecuatia lui Miheev:

Nu=C-(Gr-Pr)" (8.87)
Gr s1 Pr se calculeazd pentru temperatura medie In stratul limitd termic, fn=(f,tt)/2, iar

constantele C si n sunt date in tabele (tabelul 8.1) in functie de regimul dinamic al curgerii libere
a fluidului 1n apropierea peretelui, care este caracterizat de valoarea produsului GrPr.

Tabelul 8.1: Constantele C si n pentru ecuatia lui Miheev

Gr Pr regim C n
11107 = 510> | laminar 1,18 1/8
510 +210" | tranzitoriu 0,54 1/4
2107 = 110" | turbulent 0,135 1/3

8.4 Radiatia termica

Spre deosebire de conductie §i convectie, care au loc prin intermediul unui suport
material, radiatia termicd emisd de un corp si receptatd de un alt corp este independentd de
temperatura mediului prin care se transmite §i nu necesitd un suport material.

Radiatia termica este acea parte a radiatiei electromagnetice care produce efecte
termice semnificative In corpurile cu care ajunge in contact. Radiatia termica reprezintd un
domeniu relativ ingust din spectrul total al radiatiei electromagnetice si anume spectrul vizibil
cu lungimi de unda de 0,36+0,78 um si spectrul infrarosu cu lungimi de unda de 0,78+360 um.

Fiecare corp emite continuu radiatie electromagnetica la orice temperaturd. Din fluxul
total de caldura Q care ajunge prin radiatie pe suprafata unui corp, o parte Q , este absorbitd, o

parte QR este reflectata, iar restul QT trece prin corp fard a produce efecte termice. Este atunci

evidentd urmatoarea relatie, cunoscutd si sub numele de prima lege a lui Kirchhoff pentru
radiatia termica:

A+R+T =1 (8.88)
unde: 4= % - factor de absorbtie;

O

==X - factor de reflectie,

T = & - factor de transparenta.

Se pot imagina urmdtoarele cazuri limitd In ceea ce priveste comportarea corpurilor
fata de radiatii termice:
e daca4=1,deci T=0s1R=0, atunci Intreaga cantitate de radiatie incidenta este
absorbita de corp, producand incdlzirea acestuia si corpul se numeste corp negru;
e daca T'=1, deci 4 = 0si R =0, atunci intreaga cantitate de radiatie incidenta trece
prin corp fara a produce efecte termice si corpul se numeste corp transparent,
e dacda R=1, deci T=0 si 4 =0, atunci intreaga cantitate de radiatie incidenta este
reflectatd de corp si corpul se numeste corp alb daca reflexia este difuza si corp
lucios daca unghiul de reflexie egal cu cel de incidenta.



In naturd nu existd corpuri care si corespundi integral nici unuia din cele trei cazuri
limita. Valorile 4, R, si T depind de natura corpului, de forma acestuia, de temperatura lui si de
lungimea de unda a radiatiilor incidente. Majoritatea corpurilor se comporta selectiv fata de
radiatiile termice, adica radiatiile cu o anumita lungime de unda sunt absorbite total sau partial,
iar pentru alte lungimi de unda corpul este transparent, partial transparent sau reflectant.

Corpurile colorate sau selective reflectd radiatia termicd cu o anumitd lungime de unda.
In sens mai larg, prin “culoare” se intelege lungimea de undi a radiatiilor termice pe care le
reflecta corpul.

Corpurile cenusii absorb aceeasi parte din energia fiecarei unde incidente intr-un
interval de lungimi de unda. Pe un domeniu mare de lungimi de unda nu se poate vorbi de
corpuri cenusii, ci numai de corpuri selective. Existd totusi multe corpuri solide sau lichide a
caror comportare este destul de uniforma pe intreg domeniul radiatiilor termice.

Apa in straturi subtiri este transparenta pentru radiatiile luminoase, absoarbe aproape in
intregime radiatiile infrarosii, iar in straturi groase absoarbe in intregime radiatia termica.

8.4.1 Legile radiatiei termice

Legea lui Planck

Se pune problema de a determina legatura dintre energia emisd prin radiatie,
temperatura corpului care emite si lungimea de unda pe care este emisd. Se defineste
intensitatea de radiatie (I [W/m’]) ca fiind fluxul de energie emis de unitatea de suprafatd a
corpului pe o anumita lungime de unda A [m]. Corpul care la 0 anumita temperaturd emite pe
unitatea de suprafatd cea mai mare cantitate de energie este corpul negru. Dependenta
intensitatii de radiatie a corpului negru de temperatura si lungimea de unda este data de legea lui
Planck sub forma:

=5
‘ o negn I, =¢- j [W/m’] (8.89)
orp selectiv e’ —1
. unde: ¢, =3,74-10"° [W-m’];
7 corp cenusiu cy = 1,438-10'2 [WK].
Intensitatea de radiatie creste de la zero, la
> lungimi de undd foarte mici, pana la o valoare maxima

% dupi care scade lent cu cresterea lungimii de undi, dar nu

Figura 8.6: Intensitatea de radiatiea  {evine zero nici pentru limita superioard a radiatiei
corpurilor negre, cenusii si selective  termice. In figura 8.6 este prezentati legea lui Planck

pentru corpul negru, cenusiu si selectiv.



Legea lui Wien

Reprezentdnd grafic intensitatea de
radiatie a corpului negru pentru diferite
temperaturi (figura 8.7), se observa ca, odatd cu
cresterea temperaturii, creste valoarea maximi a
intensitatii de radiatie si scade lungimea de unda
pentru care intensitatea de radiatie are valoare
maxima.

Legea lui Wien exprima legatura dintre
temperatura absolutda 7" si lungimea de unda 4, la
care apare maximul intensitatii de radiatie astfel
~Produsul dintre temperatura corpului negru si
lungimea de unda la care intensitatea de radiatie
are valoare maxima este constant”’, adica:

Am-T = const. = 2.896 [m-K] (8.90)

I

/lm2 /lml A
Figura 8.7: Intensitatea de radiatie a
corpurilor negre, cenusii si selective

Legea Stefan - Boltzmann
Densitatea fluxului de energie elementar emis de unitatea de suprafata a corpului negru
pentru o anumita izoterma 7, pe un interval elementar de lungimi de unda dA, este:

déy =1, -di [W/m’] (8.91)

Integrand aceastd relatie pe intregul interval posibil de lungimi de undd se obtine
densitatea fluxului total de energie pe care o poate emite unitatea de suprafatd a corpului negru
la temperatura 7, numita si puterea de emisie a corpului negru:
~ 6,494 - ¢,

4
G,

T =0, -T" [W] (8.92)

€y

Aceasta relatie reprezinta legea Stefan-Boltzmann (a fost gasita experimental de catre
Stefan si demonstrata teoretic de Boltzmann). Pentru calcule numerice, este mai comod sa se
scrie legea Stefan-Boltzmann sub forma:

e [T)
ey =Cy (100) [W] (8.93)

unde: Cn=35,77 [W/m*(K/100)"] - constanta de radiatie a corpului negru.
Pentru corpurile cenusii, la aceeasi temperaturd, puterea de emisie ¢ este mai mica
decat cea a corpului negru ¢, . Se defineste gradul de negreala, sau factorul de emisie (&), ca

raportul dintre puterea de emisie a corpului cenusiu si a corpului negru la aceeasi temperatura.
' Tt C
ey oy T" C,
unde: C  [W/m*(K/100)*"] - constanta de radiatie a corpului cenusiu.
Legea lui Lambert
Legea Stefan-Boltzmann determind puterea de emisie a corpului negru e, [W/m?] pe
toate directiile semiplanului de deasupra suprafetei radiante. Fluxul elementar de energie dE N

[W] radiat de suprafata elementard d4; [m°] a unui corp negru in intreg semiplanul este:



4
dE, =E, -d4d =C, -(&j -dA, (8.95)

Conform legii lui Lambert, fluxul de energie radiat de elementul de suprafatd d4, al
unui corp negru pe directia elementului d4, vazut sub unghiul ¢, se poate calcula cu relatia:

d*(Ey), =d(Ey), -dQ-cosp = (E)), -dA, - dQ - cosp (8.96)

unde: d(E,) » [W] - fluxul de energie dupa directia ¢;
d(E v), [W]- fluxul de energie dupa directia normala la elementul dA;;
dQ [rad] - unghiul solid sub care se vede elementul d4, din centrul elementului d4,.
Legea a II-a a lui Kirchhoff
Consideram doi pereti cu temperaturi diferite 7; > 7> si din materiale diferite, avand

factorii de emisie si absorbtie &, 4; respectiv &, 4. Conform legii Stefan - Boltzmann,
densitatile fluxurilor de energie emise de cei doi pereti, unul spre celalalt, sunt:

4 4
T T

é:8 C N - :C i 897

- N(moj 1[10()] (8.97)

. 7, T\

efez-CN-(ﬁj :Cz'(ﬁj (8.98)

Pe suprafata unui perete ajunge atat energia emisa prin radiatie de celdlalt perete, cat si
partea din emisia proprie reflectata de peretele opus. Se defineste luminozitatea unei suprafete
ca fiind densitatea fluxului de energie care paraseste suprafata respectiva. Considerand factorul
de transparentd zero pentru ambii pereti, luminozitatile celor doi pereti sunt:

{L1:é1+(1'141) L,

. (8.99)
Ly=é,+(1-4,) - L,

Din relatiile de definitie de mai sus, luminozitatea unui perete este functie de
luminozitatea celuilalt perete. Rezolvand sistemul de doud ecuatii pentru necunoscutele L; si L,
se obtine:

L= é1+é2 '(1‘A1)
1 A1+A2_A1 A2
o (8.100)
I e, te -(1-4,)
’ A1+A2_A1 AZ
Densitatea fluxului de caldura schimbat prin radiatie intre cei doi pereti este:
. é-4,—e A
Gp=L -L,=——"—2— (8.101)
A +A4, -4 -4,

In cazul in care se ajunge la echilibrarea temperaturilor, astfel incat peretii sd nu mai
schimbe caldura intre ei (¢,, = 0), Inseamna ca:

b dy=bydy & h=Ch



In concluzie, indiferent de natura corpului, inclusiv pentru corpul negru, la o
temperaturd data, raportul dintre densitatea fluxului de energie emis si factorul de absorbtie este
constant §i se poate scrie in general:

e e : e
=N=¢, > —=¢c=4 (8.102)
4 1 ey

Legea a ll-a a lui Kirchhoff se enunta astfel: ,,Pentru orice corp netransparent cu o
anumitd temperatura T factorul de emisie este egal cu factorul de absorbtie.”

8.4.2 Schimbul de cildura prin radiatie intre doua suprafete solide

Daca doua corpuri au temperaturi diferite, intre ele se va produce un schimb de caldura
prin radiatii termice. Corpul mai cald cedeaza céldura, iar cel mai rece o primeste.

Schimbul de céldura intre cele doud corpuri depinde de natura corpurilor, de diferenta
de temperaturd, de forma corpurilor precum si de pozitia lor relativa.

Pe baza legii lui Kirchhoff se poate stabili relatia pentru calculul densitatii fluxului de
caldurd transmis prin radiatie intre doi pereti cenusii plani paraleli de extindere infinita sub
forma:

. CN ]_; 4_ T2 4 ~ i 4_ A 4 ~ ~
q12—1+1_1[(100j (IOOH—CI{(IOOJ (looﬂ—ar(ﬂ L) (8103)

& &

unde: C» - constanta de schimb de céldura prin radiatie;
a, [W/m?K] - coeficientul echivalent de schimb de caldura prin radiatie.
S-au notat cu &, si C1y:

100 100
,=Cp P (8.104)
1 2
— CN _ 1
Co=1— 1 =7 1 1 (8.105)
—+—1 —+———
& & ¢ G Gy

Folosirea coeficientului ¢, prezinta avantajul ca la calculul schimbului de cdldura, cand
apare convectie si radiatie la suprafata corpului, se poate calcula coeficientul total de schimb de
caldura « cu relatia:

a=a.+a, (8.106)

In cazul in care cele doud suprafete A; si 4, formeaza un sistem inchis, se poate folosi
relatia:

4 4
: T, T,
=C, 4, || =~ | -| =% 8.107
Q12 12 1 |:(100j (100) :| ( )
CN

unde: C,, = (8.108)



Aceste relatii sunt aplicabile la corpuri de orice forma, dacad corpul mic este convex pe
toata periferia, cum ar fi corpurile sferice sau cilindrice precum si atunci cand corpul convex si
cel concav formeaza un spatiu inchis ca cele din figura 8.8:

S

Figura 8.8: Radiatia intre corpurile care formeaza un sistem inchis

8.4.3 Efectul paravanelor asupra schimbului de caldura prin radiatie

Se considerd cazul a doi pereti plan paraleli de extindere infinitd, cu temperaturile
Ty > T; si cu factorii de emisie & si &, intre care se intercaleaza un paravan netransparent cu
factorul de emisie &, identic pe ambele fete.

In conditiile in care grosimea paravanului este neglijabild, deci ciderea de temperatura
in paravan tinde la zero si se neglijeaza schimbul de cdldura prin convectie, se pune problema de
a determina influenta paravanului asupra schimbului de caldura dintre cei doi pereti.

In lipsa paravanului, densitatea fluxului de cildurd schimbat intre doud suprafete este
dati de relatiile din paragraful anterior. In cazul prezentei paravanului, in regim stationar,
densitatea fluxului de caldura transmis de la peretele 1 la paravan (g, ,) este egala cu densitatea

fluxului de caldura transmis intre cei doi pereti in prezenta paravanului (g, ), ):

4 4 4 4
1 C]I ' (le _(Lj 1 CNl ' (TPJ —(Lj (8.109)
LR B AN 100 1t oo 100
81 EP gp 52
4 4
G2, = S : (Tl j —( & ) (8.110)
S T | 1 100 100
—+—+2 —-1
&g & g,

Efectul paravanului asupra schimbului de cédldura prin radiatie se poate pune in
evidentd facand raportul:
1 1

—4—-1
& &

s l+i+2i—1
g & e,

Daca paravanul este un corp absolut negru, deci g, =1, fluxul de caldura se reduce la
jumatate. Dacd paravanul este un corp alb, atunci schimbul de cédldura prin radiatie intre cele
doua suprafete se reduce la zero. Este indicat deci ca factorul de emisie al paravanului sa fie cat
mai mic posibil. Daca paravanul si cei doi pereti au acelasi factor de emisie, fluxul de caldura
se reduce de doua ori.

(8.111)



Schimbul de caldura prin radiatie intre doua suprafete se poate reduce i mai mult daca
se folosesc paravane formate din mai multe straturi. Pentru n straturi fluxul de caldura se reduce
de n+1 ori fata de cazul fard paravan. Reducerea va fi cu atit mai mare cu cat &, va fi mai mic.

8.4.4 Radiatia gazelor

Spre deosebire de corpurile solide, care pot fi considerate corpuri cenusii, gazele se
comporta selectiv fatd de radiatiile termice, adica absorb si emit pe diferite intervale de lungimi
de unda, cu diferiti factori de absorbtie si emisie, iar in restul domeniului de lungimi de unda se
comporta ca un corp transparent.

Aceastd comportare se manifesta la gazele triatomice si poliatomice, cum ar fi bioxidul
de carbon (CO,),vaporii de apa (H,O), bioxidul de sulf (SO,). Gazele monoatomice cum ar fi
hidrogenul atomic, oxigenul atomic si cele biatomice cum ar fi oxigenul, azotul, hidrogenul se
comportd practic ca niste corpuri transparente pentru radiatiile termice. Cel mai mult ne
intereseaza comportarea bioxidului de carbon si a vaporilor de apa, care se degaja in cantitate
mare 1n procesele de ardere a combustibililor fosili.

Daca la corpurile solide absorbtia si emisia radiatiilor termice se produce practic in
stratul superficial, la gaze absorbtia in benzile caracteristice se produce pe masura ce radiatia
incidenta pdtrunde in stratul de gaz. Factorul de absorbtie pentru o anumitd lungime de unda 4,
se defineste cu relatia:

L, -1,

; (8.112)

A4, =
%

unde: 7, [W/m’] - intensitatea radiatiei monocromatice incidente;

I, [W/m’] - intensitatea radiatiei monocromatice dupa parcurgerea drumului s [m] prin

mediul gazos

Deci la grosimi mari ale stratului de gaz, chiar la valori foarte mici ale coeficientului de
atenuare factorul de absorbtie tinde la 1, deci absorbtia radiatiei monocromatice este totala.
Conform legii lui Kirchhoff, factorul de emisie ¢; al gazului este identic cu factorul de absorbtie
la aceeasi temperatura.

Pentru simplificarea calculelor de schimb de céldura la radiatia gazelor se asimileaza
gazul selectiv cu un corp cenusiu, care respecta legea lui Stefan-Boltzmann.

Consideram un gaz cu temperatura 7, avand factorul de emisie &, egal cu factorul de
absorbtie 4,. Gazul schimba cdldura prin radiatie cu un perete avand temperatura 7), si un factor
de emisie ¢ < 1, egal cu factorul de absorbtie 4. Fluxul specific de caldurd schimbat prin
radiatie Intre gaz si perete se determind ca o diferentd a doud serii cu un numadr infinit de
termeni. Luand 1n considerare numai primul termen al fiecarei serii, ceea ce inseamna a neglija
reflexiile, se obtine:

‘ Tg 4 Tp 4
qZS'CN' Sg' m _Ag,,. m (8113)

Aproximatia facuta prin neglijarea reflexiilor multiple este cu atat mai valabila cu cat ¢
este mai apropiat de unu.



Modelarea matematica

Modelarea matematica urmareste formularea problemei de camp in termeni ex-
clusiv matematici. In aceasti etapi, se specifici datele problemei, dar si solutia
acesteia ca obiecte matematice, corect si precis definite. Formularea in termeni
matematici trebuie facutd in asa fel. incat sd nu mai fie necesar apelul ulterior la
semnificatii fizice, ipoteze sau presupuneri de natura fizica, de exemplu la pasivi-
tatea sau reciprocitatea materialelor, daca acestea sunt relevante pentru rezolvarea
problemei, ele trebuie specificate cu ocazia formularii matematice ca restrictii al-
gebrice. Cu ocazia modeldrii matematice, se (re)formuleaza ecuatiile si conditi-
ile satisfacute de solutie, de exemplu conditiile de frontierd, alese astfel Tncat sa
asigure formularea corectd a problemei, demonstrandu-se existenta, unicitatea si
continuitatea solutiei fata de date. Un aspect fundamental al modeldrii matematice
este stabilirea cadrului functional al problemei.

2.1 Formularea matematica

2.1.1 Formularea corecta

Problema fundamentald a analizei campului electromagnetic in diferite regimuri
are de reguld categoriile de date prezentate in continuare:

1. Forma si dimensiunile domeniului de calcul €2, si modul in care acesta
este structurat in subdomenii. Domeniul €2 este o parte deschisa, marginita
si conexd din R?, in care d = 1, 2 sau 3, in functie de dimensiunea problemei
1D, 2D si respectiv 3D. Simbolul 2.5D se refera la problemele axisimetrice,
la care datele si solutia depind de doud variabile r si 2 ale unui sistem ci-
lindric de coordonate. In problemele axisimetrice domeniul de calcul este
tot bidimensional, ca si Tn probelmele 2D, dar aici solutia nu depinde de
coordonata ¢, In timp ce la o problemd 2D, numitd si plan-paraleld, solutia



nu depinde de coordonata carteziana z.

In literatura matematici se intilnesc multe domenii stranii, unele definite
special, cu multd fantezie pentru a construi contraexemple la afirmatiile
analizei clasice. Ne referim, de exemplu la domenii multiplu conexe cu
o infinitate de goluri, si la domeniile cu frontiere fractale (http://en.
wikipedia.org/wiki/List_of_ fractals_by_Hausdorff_dimension).
La cealaltd limiti se afli domeniile cele mai netede, cum este cel sferic. In
practicd, se Intalnesc rar domenii cu forme atat de netede, mai curand ele
sunt reuniuni finite de domenii rectangulare si/sau cilindrice. Constatdm ca
frontiera domeniilor intalnite cel mai frecvent in practicd nu este perfect ne-
teda ci are varfuri si muchii.

Categoria de domenii, suficient de netede pentru a mentine bunele proprie-
tati ale functiilor definite pe ele, dar care cuprinde suficient de multe cazuri
de interes practic sunt domeniile Liepschitz (http://en.wikipedia.
org/wiki/Lipschitz_domain), care pot avea colfuri si muchii, dar
aproape peste tot, pe frontiera se poate defini un versor normal n, orientat
spre exteriorul domeniului. Dacd domeniul este marginit, atunci spatiul de
functii extrem de netede C'™ (12) este dens in spatiile de functii generalizate,
cum sunt spre exemplu spatiile Sobolev, H', H(rot), H(div), in normele
acestor spatii. Adicd orice element al spatiilor Sobolev mentionate poate fi
aproximat oricat de bine cu o functie clasica foarte neteda, infinit derivabila.
Aceasta permite definirea urmei functiei generalizate pe frontiera domeni-
ului si demonstrarea pentru aceasta a formulelor lui Green, Gauss si Stokes
[133]. Acesta este motivul pentru care In continuare vom considera numai
probleme definite pe domenii Liepschitz, despre care vom spune cd au o
frontierd suficient de neteda.

. Caracteristicile de material: dielectrice, magnetice si de conductie trebuie
specificate 1n fiecare punct din domeniul de calcul. De cele mai multe ori,
domeniul de calcul este format prin reuniunea unui numar finit de subdo-
menii omogene. Dacd materialele au caracteristici afine:

D=cE+P,
B=,H+B,, 2.1)
J=0E+1J,

atunci fiecare subdomeniu omogen este caracterizat de trei parametri de
material (pseudo)scalari sau tensoriali £, i, 0 si de trei marimi vectoriale
P,, B,,J;, care sunt nu numai caracteristici de material, ci descriu §i sur-
sele interne, imprimate ale campului. Multa grija trebuie acordatd proprie-
tatilor matricelor ce descriu cei trei tensori (care de cele mai multe ori sunt


http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_domain
http://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_domain

diagonalizati, sau chiar redusi la pseudosclari, in cazul mediilor izotrope) si
anume simetria si pozitiva lor definire, proprietati care au semnificatii fizice
clare, asigurand reciprocitatea si respectiv pasivitatea mediului respectiv.
In cazul mediilor neliniare, constantele de materiale, x, o se inlocuiesc cu
functii de &/, H si respectiv E sau se considera cd P, B, sau J; depind de
E, H si respectiv E.

. Sursele interne de camp, sunt marimile locale care intervin in membrul
drept al ecuatiilor, cum sunt densitatea de sarcind in electrostaticd sau den-
sitatea de curent in regimul magneto-stationar. Acestea sunt descrise de
functii scalare si respectiv vectoriale, definite pe domeniul de calcul 2. Ele
sunt functii clasice, dar sunt si functii generalizate, distributii, pentru a mo-
dela cazurile degenerate, in care sursele de camp sunt distribuite superficial,
lineic sau chiar concentrate punctual [131]. Dupd cum am mentionat ante-
rior, cAmpurile vectoriale P,; B,; J;, definite pe €2 sunt la rAndul lor surse
interne de cAmp. In regimurile de evolutie, aceste surse pot fi functii cu-
noscute si de timp, in intervalul (¢, tmax). De exemplu, J; = f(r,¢), cu
r € Qsit € (tmin, tmax), deci curentul impus este descris de functia vec-
toriald f : © X (tmin, tmax) — R3. Trebuie sd mai remarcdm, cd in functie
de regim, densitatea de sarcind p si densitatea de curent J pot fi fie date, fie
necunoscute.

. Sursele externe de camp sunt descrise de conditiile de frontierd. Acestea
sunt specifice fiecdrui regim, dar se referd la componentele campului, care
se conserva la trecerea prin suprafata de discontinuitate, deci si prin fronti-
erd, si anume: componenta tangentiald a intensitdtii campului electric/mag-
netic, componenta normald a inductiei electrice/magnetice, sau componenta
normald a densitdtii de curent. Conditiile de frontierd pentru potentialul
vector A si pentru cel scalar V' se referd in fond tot la componentele men-
tionate anterior, dar pentru a asigura unicitatea potentialelor pot sa apard
si valoarea potentialului scalar V' sau a componentei normale/tangentiale
a potentialului vector A. Identificarea exactd a conditiilor de frontiera se
face 1n enuntul teoremelor de unicitate pentru solutia problemei, care vor fi
prezentate in capitolul urmétor.

. Sursele anterioare de camp, intervin doar in regimurile evolutive in timp:
EQS, MQS sau ED, in regim tranzitoriu, si sunt descrise de conditiile ini-
tiale ale campului electromagnetic. De reguld trebuie cunoscutd distribu-
tia la momentul initial, a acelei componente, care descrie starea campului
electromagnetic, si apare deci derivata fatd de timp in ecuatiile regimului
respectiv: inductia electricd la momentul initial D(r,0) in EQS, inductia



magentiacd B(r,0) in MQS, iar in regimul electrodinamic general varia-
bil ED, trebuie cunoscuta distributia la momentul initial a ambelor campuri
D(r,0) si B(r,0), Vr € Q.

Solutia problemei este alcatuitd, in functie de regim, de unul sau mai multe cam-
puri si potentiale, din lista: E, D, B, H, A, V., J, p, dar si alte potentiale cum este
T - potentialul vector al densitdtii de curent sau V,,, - potentialul scalar al campu-
lui magnetic. In functie de regim, J si p sunt cind date ale problemei, cind pirti
ale solutiei. Toate aceste cAmpuri sunt definite pe domeniul €2, iar cazul regimu-
rilor variabile in timp, si pe intrevalul (£, tmax). De reguld, cele doua extreme
ale intevalului de timp, sunt de la caz la caz: t,,;, are valoarea —oo. sau 0, in
timp ce .« este o constantd reald nenuld, marginitd 7' sau +oo. Aceste lucruri
au mai fost spuse, dar ce este de fapt nou si specific formuldrii matematice, este
identificarea clasei de functii - a spatiului de functii, liniar sau afin din care face
parte solutia, care se face prin specificarea cadrului functional, despre care vom
vorbi 1n continuare.

Formularea corecta a unei probleme, care presupune rezolvarea unei ecuatii cu
derivate partiale impune urmadtoarele trei conditii (http://en.wikipedia.
org/wiki/Well-posed_problem):

1. Existenta solutiei, demonstrata printr-o teorema de existentd, care poate
fi abstracta neconstructiva, sau constructiva, adica sa indice cum se con-
struieste solutia. Demonstrand existenta unei solutii numerice, de exemplu
obtinuta prin algoritmul elementului finit, impreuna cu o teorema de conver-
gentd, prin care se demonstreaza cd solutia numerica tinde cdtre cea exactd,
atunci cand reteaua de discretizare devine tot mai find, se obtine o demon-
stratie constructiva a existentei solufiei exacte.

2. Unicitatea solutiei, demonstrata printr-o teorema de unicitate. De reguld,
pentru demonstratie se foloseste reducerea la absurd, presupunind cd exista
doua solutii distincte ale problemei. Diferenta dintre cele doud solutii sa-
tisface aceleasi ecuatii ca cele ale problemei originale, numai ca 1n conditii
de surse nule. Dacd se demonstraza ca anularea surselor atrage dupa sine
anularea solutiei, lucru realizat de obicei folosind functionala de energie a
problemei, atunci demonstratia este incheiatd deoarece diferenta nu poate
fi si nuld si nenuld in acelasi timp. In cazul problemelor liniare, teorema
de unicitate este consecinta lemei solutiei banale, care afirma ca problema
cu surse interne/externe si anterioare nule are o singura solutie, cea banala
(nuld). Pentru demonstratia ei se foloseste tot functionala de energie, care se
anuleazd in ipotezele lemei si odatd cu ea si campul solutie. Dacd problema
liniard cu surse nule are solutie nuld, atunci operatorul liniar care leagd so-
lutia de sursele sale are nucleul nul, iar problema cu surse nenule are solutie
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unica.

3. Stabilitatea in sens Hadamard, demonstratd printr-o teorema de continui-
tate a solutiei fata de datele problemei. Conditia s-a impus prin exemplu dat
de Hadamardin 1902 (http://www.apmaths.uwo.ca/~rcorless/
AM505/day3/node2.html), in care este rezolvatd ecuatia lui Lapalce
cu conditii de forntierd, care asigura existenta si unicitatea, dar nu si stabi-
litatea solutiei. Problemele prost formulate in sens Hadamard nu au nici o
valoare practicd, deoarece cele mai mici perturbatii ale datelor (de exemplu
prin trunchierea lor, in urma reprezentarii pe calculator, cu un numar finit
de cifre semnificative) pot genera modificiari mari ale solutiei, care astfel
devine total nerelevanta.

O problema de camp presupune rezolvarea unei ecuatii, pe care o sd o scriem
generic astfel:

Flz) =y, (2.2)

unde y € Y reprezintd datele, x € X reprezintd solutia si aplicatia F': X — Y
reprezintd ecuatia ce trebuie rezolvatd. Ca o problema sa fie bine formulata tre-
buie ca Vy € Y,z € X, adica sa existe in spatiul solutiei X un element z, care
verificd ecuatia, iar acesta sd fie unic. Acestea sunt chiar conditiile ca aplicatia
F si fie inversabili (adicd bijectivil). In consecinti, F trebuie si fie surjectivi si
injectivd. Conditia de injectivitate este datd de teorema de unicitate a solutiei, iar
cea de surjectivitate este dati de teorema de existenti. In plus, mai trebuie inde-
plinitd o a treia condifie, cea de continuitate a aplicaiei inverse F'~!, care leagi
datele de solutie. In consecinti, cele doui spatii X si Y,in care se cauti solu-
tia si in care se afla datele, trebuie sd fie nu numai spatii cu structuri algebrice,
cl si spatii cu structuri topologice, ca sd se poatd vorbi de continuitate, norma,
distantd, convergentd, etc. Convergenta este importantd, si pentru cad multe teo-
reme de existenta sunt constructive (de ex. teorema punctului fix) si stau la baza
algoritmilor numerici de tip iterativ, in care se construieste un sir de solutii nu-
merice, aproximative, convergente citre solutia exactd. latd de ce conditiile de
buna formulare nu pot fi prezentate fara specificarea exactd (matematicd) a spa-
titlor in care se cautd solutia si a spatiului in care se afla datele. Acestea sunt
spatii de functii numerice scalare sau vectoriale, deci au o structurd de spatiu
vectorial (eventual afin), dar au si o structurd topologicd (de reguld sunt spatii Ba-
nach (http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_space) sau Hilbert
(http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space), deci sunt com-
plete, sirurile Cauchy fiind convergente - lucru extrem de important pentru de-
monstrarea existentei).

In cazul in care F este un operator liniar, lucrurile se simplifica, deoarece unicita-
tea este asiguratd, si problema are solutie unicd pentru orice y € Y, dacd ecuatia
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omogend F'(x) = 0 are doar solutia banald x = 0, adica dac nucleul operatorului
F se reduce la zero.

In cazul finit dimensional, functia F' se reprezinti prin matricea F, care trebuie
sd aiba nucleu nul, deci sd nu aiba valori proprii nule, iar pentru existenta solu-
tiei, trebuie ca y sd apartind imaginii matricei F (dacd F este patratd, conditia de
unicitate este echivalentd cu cea de existentd (http://en.wikipedia.org/
wiki/Linear_algebra).

Pentru a caracteriza cantitativ cat de bine este formulata o problema, se foloseste
numarul ei de conditionare ~(F'). Acesta exprimi cit de mari pot fi erorile re-
lative ale solutiei raportate la erorile datelor http://en.wikipedia.org/
wiki/Condition number. In cazul liniar, finit dimensional, numgrul de
conditionare al matricei F este x(F) = ||F|| - ||F~!||, egal pentru matrice sime-
trice si pozitiv definite cu raportul dintre valoarea proprie maxima si cea minima
a matricei F. Cu cat acest factor de amplificare a erorii este mai mare, cu atat
problema este mai slab conditionatd si mai dificil de rezolvat, atat de metodele
directe cat si de cele iterative, a cdror convergentd este mai slabd, pe masura ce
acest numar este mai mare (iar peste o limita a acestui numar, metodele iterative
devin chiar divergente).

De exemplu, in rezolvarea pe calculator, logaritmul zecimal al numarului de con-
ditionare indica numarul de cifre semnificative exacte, pe care le pot pierde datele,
pana sa se ajunga la solutie. Preconditionarea este tehnica prin care se imbuna-
tdteste numarul de conditionare al matricei [10], (http://en.wikipedia.
org/wiki/Preconditioner). In particular, daci datele sunt exprimate cu 6
cifre semnificative exacte si numadrul de conditionare este un milion, solutia nume-
ricd nu are relevantd, deoarece aceasta nu are nici o cifrd semnificativad exacta. In
acest caz, problema este imposibil de rezolvat numeric, cu un minim de precizie,
chiar daca sunt indeplinite cele trei conditii teoretice de buna formulare: unicitate,
existenta si continuitate in sens Hadamard. Din aceste motive, in buna formulare
a problemelor de camp, ce vor fi rezolvate numeric, conditia de continuitate (sta-
bilitate in sens Hadamard) se inlocuieste de obicei cu o conditie mai tare, de buna
conditionare, mai exact: se impune sd existe constanta reald L, a.1.

157 (u) = F7H()llx < Lllu = vlly, (2.3)

pentru orice u, v € Y, numita conditia lui Lipschitz (http://en.wikipedia.

org/wiki/Lipschitz_continuity). Constanta L este proportionald cu

numarul de conditionare al problemei

_ Llellx
[l

Prin aceastd conditie, impunem numarului de conditionare al problemei valori re-
zonabile, dependente de precizia pe care o consideram acceptabild.

K(F) (2.4)
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In concluzie, constatim ca nu se poate vorbi deci de buna formulare a unei pro-
bleme, daca nu sunt identificate spatiile X si Y, in care cautdm solutia si respectiv
se afld datele problemei si nu specificam normele ||. || x si respectiv ||.||y din aceste
spatii. Aceastd operatie fundamentald in modelarea matematica se numeste stabi-
lirea cadrului functional al problemei.

2.1.2 Forme clasice si slabe ale problemelor scalare

Forma tare a ecuatiilor. Dupd cum am viazut anterior, ecuatiile pe care trebuie
sd le satisfaca solutia intr-o problema de cAmp au fie forma unor ecuatii cu deri-
vate partiale si algebrice de ordinul intai, satisfacute de componentele campului,
fie in cazul potentialelor, aceste ecuatii sunt cu derivate partiale de ordinul al doi-
lea. Forma acestor ecuatii se modifica de la regim la regim. Pentru a prezenta
conceptele In forma lor cea mai clard, vom porni de la cel mai simplu caz, al regi-
mului electrostatic Tn medii liniare, Tntr-o problema in care pe frontiera se afld un
conductor, pe care il presupunem chiar masa dispozitivului studiat. In acest caz
simplu, modelul diferential de ordinul doi contine relatiile:

— div(e(x) grad V(z)) = p(z), Yo € Q, 55
V(z) =0,V € 09, 2:5)
aceasta fiind formularea clasicd ("tare") a problemei de potential, In care solutia
se cautd in spatiul functiilor €(€2) continue si dublu derivabile, definite pe
cu conditii Dirichlet nule pe frontierd, iar ecuatia de tip Poisson generalizata este
satisfacutd punctual de solutie.
Un prim pas catre verificarea formuldrii corecte a acestei probleme va fi facut prin
reformularea ei. Dacd vrem ca ecuatia sa fie satisfacuta, reziduul ei trebuie sa fie
identic nul, deci 1l putem proiecta pe toate directiile unui spatiu Hilbert infinit-
dimensional, complet, A alcatuit din functiile "de test" u:

(—div(e grad v),u) = (p,u), Yu € H. (2.6)
Alici ca si in continuare vom folosi notatia preferatd de matematicieni, v = V'(z)
pentru potential si do in loc de dv. Putem afirma ca aceasta forma a ecuatiei nu

este altceva decit aplicarea metodei reziduurilor ponderate. Deoarece ne asteptaim
ca solufia si aib# energie finitd, produsul scalar este cel din L?:

(pyu) = / pudz = f(u) @.7)



relatie care defineste o functionali liniard f de u, pentru p € L*(Q) siu € H. Iar

(—div(egrad v),u) = — / u div(egrad v)dr =
Q

=— / div(u(e grad v))dz + / e grad v grad udxr = (2.8)
Q Q

= —/ ueﬁdA + / e grad v grad udx = / e grad v grad udxr = a(v,u)
oo dn 0 Q

este o functionala biliniard simetrica definitd pe H x H, in conditii de frontierd
Dirchlet nule.

Aici o etapd importantd a demonstratiei a fost parcursa, aplicand relatia lui Green
si apoi relatia Gauss, care ca In forma finald sa interivna doar derivate spatiale de
ordinul intai (grad). Daca vom presupune cd si functiile de test u satisfac conditia
Dirichlet nuld, atunci integrala pe frontiera domeniului se anuleaza iar ecuatia

(2.6)devine:
/ e grad v grad udx = / pudzx, Yu € H, (2.9)
Q Q

relatie care este forma slaba a ecuatiilor problemei, cunoscutd si ca forma vari-
ationald sau de proiectie.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation). Compactea
se scrie astfel:

a(u,v) = f(u), Yu € H, (2.10)

in care a(.,.) =< .,. > este functionala bilinard simtrica numita si "produsul
scalar energetic" (a nu se confunda cu (.,.) - produdul scalar din L?), si care
pentru v = v mdsoard "energia" potentialului v.

Comparand forma slabd cu cea tare, constatdm urmatoarele:

* in forma tare intervin derivate de ordinul doi, pe cand in cea slabd numai
derivate de ordinul unu;

* in forma tare, conditia de frontierd este scrisd separat, pe cand in forma
slaba ea este inclusa 1n ecuatie;

* ecuatia tare se verifica punctual (in fiecare punct din domeniul de calcul), in
timp ce n forma slabd, ecuatia se verifica global - functional (pentru fiecare
functie de test, de baza);

» parametrul de material £ poate avea o variatie spatiald arbitrard in forma
slabd, deoarece nu este derivat, in timp ce in forma tare el trebuie sa aibad o
variatie suficient de netedd pentru a fi derivabil dupa Tnmultire cu grad v.
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Sunt evidentiate fard dubiu avantajele folosirii formei slabe a ecuatiei. Ele devin
si mai evidente daca derivatele (grad), care apar in forma slaba sunt considerate in
sens generalizat. Atunci spatiul A al functiilor de test este chiar spatiul Sobolev
H{ () al functiilor de pétrat integrabil pe (2, ale cdror derivate generalizate sunt
tot de patrat integrabil, si care au valori nule pe 0f, care este un spatiu Hilbert
cu produsul scalar (u,v)y = (u,v) + (Vu, Vo) (http://en.wikipedia.
org/wiki/Sobolev_space) [45].

Forma slabd a problemei de electrostatica poate fi considerata ca un caz particular
al unui cadru functional, abstract, de foarte mare generalitate. In acesta, un rol
esential 1l are urmdtoarea teorema de Analiza Functionala.

Teorema Lax-Milgram: daci functionala (forma) biliniard a(u,v) definitd pe
sptiul Hilbert H x H — R este margnitad

|a(u, v)| < Clul|[]v]] (2.11)
si coerciva, adicd dc, a.1.
|a(u, )] > cful?, (2.12)

atunci ecuatia a(u,v) = f(u) are o solutie v € H,Vf € H' (spatiului dual al lui
H, al functionalelor continui pe H), aceasta este unicd si marginita ||v|| < ||f||/c,
unde c este constanta de coercitivitate, ceea ce garanteza Indeplinirea tuturor con-
ditiilor de buni formulare (inclusiv cea de buna conditionare, cu L = 1/c).
(http://en.wikipedia.org/wiki/Lax—-Milgram_theorem),
(http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation),
(http://en.wikipedia.org/wiki/Babuska-Lax—-Milgram_ theorem),
[7]].

Dupa cum se va constata si ulterior, in acest document sunt prezentate doar princi-
piile si ideile matematice. Pentru detalii si demonstratii trebuie folosite trimiterile
bibliografice.

Formularea corecta a problemei div-grad. Buna formulare, existenta, unicitatea
si stabilitatea solutiei pentru forma slaba a problemelor de regim stationar cu po-
tential scalar este o consecinta a teoremei Lax-Milgram, in care singurele conditii
sunt cele de marginire §i coercitivitate ale functionalei biliniare a(u, v). Daca se
defineste ||u||z := ||Vul|| cu ||.|| norma din L?(2), cele doud norme fiind echiva-
lente in baza inegalitatii lui Poincaré- Friedrichs (http://en.wikipedia.
org/wiki/Poincare_inequality), [120], [64], atunci cele doud conditii
de buna formulare sunt indeplinite, deoarece:

la(u, w)| = [|Vul[* = |ul[F, (2.13)
deci constanta de coercitivitate ¢ = 1 si

lau, v)] < [[Vull[[Vol| = [lullal|v]| g, 2.14)
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conform inegalitdtii Cauchy-Scwarz
(http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy—-Schwarz_inequality),
deci constanta de continuitate este C' = 1. In consecinti, forma slabi a problemei
lui Poisson cu conditii de frontierd de tip Dirichlet nule este corect formulata, si
are solugie unica u € H = H}(f), pentru orice sursa f € [H]|' = L*(), solutie
continui fatd de date deoarece ||Vu|| < ||f||. Ceea ce face ca procedura de deter-
minare a campului sd fie una constructiva fata de sursele de camp.

Problema mixta. Si vedem cum putem reformula problema determinarii poten-
tialului elctrostatic, despre care stim ca satisface ecuatia:

—div(e grad V') = p, (2.15)

in domenii, care au conditii mixte de frontierd: V' = Vy(x),z € Sp - conditii
Dirichlet pe o parte a frontierei i edV/dn = g(x),z € Sy = 02 \ Sp - conditii
Neumann pe restul frontierei.

Afirmatia referitoare la formularea corectd se extinde si la problema, cu conditii
mixte, adecvand cadrul functional, prin alegerea H = {u € H'(Q)|lu =0 € Sp}
[120].

Pentru inceput, daca Sy = (), atunci este suficient sd translatdm spatiul H}(£2) cu
o functie constantd Vj si obtinem un spatiu afin Hy = V, + H3 (), in care vom
cduta solutia, iar rationamentele anterioare raman neschimbate. Din acest motiv
spunem despre conditia Dirichlet ca este una esentiald.

Daca Sp = 0, si ¢ = 0, atunci avem o problemi Poisson cu conditii Neumann
nule. In acest caz functionala biliniari are expresia:

a(v,u) = (—div(e grad v),u) = — / u div(e grad v)dx =
Q

= — / div(u(e grad v))dz + / e grad vgrad v dx = (2.16)
Q Q

— / ugdA + / e grad v grad udx = / e grad v grad u dz = a(u,v),
o9 Q Q

iar functiile de test nu trebuie sda mai aiba valori nule pe frontierd, deci
H = H'(Q), spatiul Sobolev al functiilor de pétrat integrabil, cu derivate gene-
ralizate de pdtrtat integrabil. De astd datd, solutia satisface conditiile de frontiera,
fard ca acestea sa fie impuse de la inceput, ci ele rezultd in urma rezolvérii pro-
blemei. Din acest motiv, spunem despre conditiile Neumann nule ca sunt conditii
de frontiera naturale. Problema cu conditii Neumann pe Intreaga frontiera nu este
corect formulatd, deoarece nu are solutie unicd. Problema poate indeplini condi-
tiile teoremei Lax-Milgram, doar dacd Sp se reduce la o multime oricat de mica
dar de masurd nenuld meas(Sp) > 0, pentru a avea punct de referinta pentru po-
tential. Doar asa functionala biliniara este coerciva. Altfel, potentialul este definit
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univoc pana la o constantd aditiva, care se fixeaza dacd se cautd, de exemplu so-
lutii cu medie nuli pe domeniul 2, spatiu notat cu H = H'(Q)/R. n consecinti,
in conditii de frontiera pur Neumann trebuie sd etalondm potentialul pentru a avea
solutie unica.

Daca valoarea conditiei Neumann este nenuld, atunci problema are solutie, doar
daci integrala pe frontiera OS2 a conditiei g este egald cu integrala pe €2 a densi-
tdtii de sarcind p (altfel este lezatd legea fluxului electric, daca valoarea fluxului
pe frontierd nu este egal cu sarcina din interiorul domeniului). Folosind functii
cu medie nuld, conditiile de existentd sunt automat indeplinite. Forma slabd a
ecuatiei

a(u,v) = f(v), Yu € H=H'(Q)/R (2.17)
are

a(v,u) = / e grad v grad udz;
Q

F(u) :/quvar/m ugdA.

Si de aceastd data conditia Neumann este naturald, iar in plus, asa cum era de
asteptat, valorea ei nenuld apare in expresia formei slabe a ecuatiei.

In cazul mixt, in care ambele suprafete Sy si Sp sunt nevide, forma slabi a ecua-
tiei devine:

(2.18)

/ e grad v grad udr = / pudv + / ugdA,Vu € H, (2.19)
Q Q SN
cu expresia functionalei a(u, v) datd de (2.18) si

fu) :/pudv+/ ugdA, (2.20)
Q Sy

ecuatie, care indeplineste conditiile teoremei Lax-Milgram pentru meas (Sp) >
0, garantand astfel buna formulare a problemei [120, [133], [8]. De aceasta data
spatiul Sobolev H = {u € H'(Q)|u(z) = ug(x), Vx € Sp} asociat problemei
mixte este cuprins Intre spatiul H] coresepunzitor problemei cu conditii Dirichlet
nule si H' corespunzator problemei cu condifii Neumann nule. Acum se inte-
lege si mai clar cum se comporta conditiile de frontiera esentiale (Dirichlet) si cel
naturale (Neumann). Cele esentiale sunt impuse ca restrictii in spatiul functiilor
de test, iar cele naturale intervin in expresia functionalei de energie, deci implicit
in expresia proiectiei. Constatdm cd pasul central In formularea matematicd std
in identificarea cadrului functional, adicd a spatiului complet al functiilor de test,



care include conditiile esentiale de frontierd. Alegerea nu este pur matematica ci
pretinde intelegerea perfecta a aspectelor fizice ale problemei, in particular a mo-
dului n care sursele externe de camp se reprezinta prin conditii de frontiera.
Echivalenta Ritz-Galerkin. In incheiere, remarcim faptul ci expresia functiona-
lei biliniare simetrice a(v,u) = a(u,v) se poate obtine pe cale variationald, prin
derivarea functionalei de energie, definita astfel:

1 d
F(v) = za(v,v) — f(v) = minF(v) & dF =0 & dafv, v) —df(v) =
(d2>+ (0. dv) 2 2.21)
N 5 s — f(dv) = a(u,v) — f(u) =0, Yu = dv.
Solutia problemei de camp electrostatic minimizeaza deci functionala de energie
1 1
F(V) = / —(e(grad V)* — pV)dv — = / gVdA. (2.22)
Q2 2 Jsy

care este convexd in cazul in care af., .) este simetricd si pozitiv definitd si in con-
secintd, functionala de energie are un singur minim in /.

Orice alta functie de incercare pentru solutie are o "energie" mai mare decit cea
corespunzatoare minimului. Aceasta este formularea variationalad Ritz a proble-
mei fundamentale a electrostaticii, in timp ce formularea variationald slabd, bazatd
pe proiectie este numitd formularea Galerkin. Ce mai este specific metodei Ga-
lerkin este cd functiile de test (pe care se proiecteazd reziduurile), ponderile din
metoda reziduurilor ponderate sunt identice (sau izomorfe) cu functiile de forma
- numite si de incercare, sau de "forma"(baza spatiului 1n care se cauta solutia).
Se constata cd 1n cazul ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic, cu operatori
autoadjuncti, In care functionala a(.,.) este simetricd, cele doud formuldri vari-
ationale Ritz si Galerkin sunt echivalente, iar functionala de energie este convexa.
In continuare, vom utiliza de preferintd forma slabd, Galerkin. Aceasta deoarece
poate fi extinsd la cazul general al metodelor de proiectie, in care functiile de
test nu sunt identice cu cele de forma, varianta a metodei cunoscutd sub numele
Galerkin-Petrov. Metodele de proiectie, inclusiv Galerkin pot fi aplicate folosind
forma slaba a ecuatiilor (numitd impropriu variationald) si in cazul problemelor
cu operatori care nu sunt autoadjuncti (cum este cazul ecuatiilor parabolice sau
hiperbolice, intalnite in regimurile MQS, EQS si ED), pentru care nu exista func-
tionala de energie convexa, care sd fie minima pentru solutie, deci metoda Ritz,
de minimizare a unei functionale de energie nu poate fi aplicati. In unele situatii,
cum este cazul regimului electrodinamic faa pierderi, se poate defini o functionald
de energie, care are un punct stationar, dar nu un minim, iar conditia de statio-
naritate (variatie nuld, sau gradient nul al functionalei) implica proiectia nuld a
reziduului, deci forma slabad a ecuatiilor lui Maxwell, echivalentd metodei Galer-
kin [14], [64].



Metoda Galerkin face parte din tehnica rezidurilor ponderate, care consta in mi-
nimizarea reziduului ecuatiilor cu derivate partile, proiectandu-le pe o mulfime de
functii de test, adica impunand ca integrala reziduului multiplicat cu functiile de
pondere sd se anuleze. Dupa cum am mai mentionat anterior, in metoda Galerkin
functiile de test sunt chiar functiile folosite pentru a exprima solutia cautatd. Un
pas important Tn aceastd abordare, constd in folosirea integrarii prin parti, pentru
a rescrie integralele, astfel incat ordinul operatorilor diferentiali de sub integrale
sd scadd cu o unitate. Abia dupd aceasta transformare se obtine forma slabd a
ecuatiilor problemei. Modul in care aborddrile variationale au condus, 1n final, la
metoda elementului finit este prezentat in [44].

Formularea ecuatiilor prin minimizarea unei functionale de energie este in mod
evident corelatd cu principii mai profunde ale fizicii, cum este cel ale minimei
actiuni, sau altele similare de tip Lagrange, d’ Alambert, Gauss, Hamilton, Mau-
pertuis sau Rayleigh, asa cum se prezinta 1n detaliu 1n 3], [110], [82].

2.2 Teoreme de unicitate

In acest paragraf sunt prezentate teoremele de unicitate pentru solutia ecuatiilor
regimurilor: ES - electrostatica, MG - magnetostationar, MQS - magneto-qvasi-
stationar, ED - electrodinamic tranzitoriu si EDC - electrodinamic in complex.
Teoremele celorlalte regimuri se obtin prin similitudine. Pentru a mentine prezen-
tarea simpla se vor considera doar materialele cu caracteristicd afind sau liniara.
Cazul materialelor neliniare generale, ca si demonstratiile teoremelor pot fi gisite
in [68].

2.2.1 Teorema de unicitate a regimului electrostatic ES

Ecuatiile fundamentale ale electrostaticii (I.93H1.93) in medii cu caracteristicd
dielectricd afind au solutia E, D, unicd intr-un domeniu simplu conex {2, daca
sunt cunoscute densitatea de sarcind p, polarizatia permanenta si tensorul permea-
bilitatilor £ pozitiv definit (are valori principale strict pozitive) in orice punct din
domeniu, si este indeplinitd una din urmatoarele trei conditii de frontiera:

« DN: In orice punct de pe frontiera O este dati componenta normali a in-
ductiei electrice D,, = n - D, astfel Incat

DndA:/pdv; (2.23)
0 Q



* ET: In orice punct de pe frontiera 92 este datd componenta tangentiali a
intensitatii cAmpului electric E; = n x (E x n) , astfel incat

/ E.dr =0, VS C 99; (2.24)
oS

 MX: In orice punct de pe frontiera O este dati fie D,, fie E,, iar in plus,
dacd multimea punctelor Sg pe care este dat E; nu este conexd ci formatd
din m pérti conexe: Sgp = |J Sk, k = 1 : m trebuie cunoscute si valorile
a (m — 1) fluxuri electrice ¢, de pe suprafetele Sy, sau valorile tensiunii
electrice uy, pe curbe din 0f2 ce formeaza arbori cu nodurile in S, (o parte
din fluxuri pot fi inlocuite cu tensiuni §i reciproc).

Potentialul electrostatic scalar, solutie a ecuatiei (1.98), este unic determinat, daca
este cunoscutd valoarea sa cel putin intr-un punct de pe frontierd. Deoarece este
necesar ca punctul de referintd sa fie cunoscut, rezultd ca Sg nu poate fi vida.
Conditia de frontiera (MX) rescrie in termeni de potential astfel:

* MX: orice punct de pe frontiera Jf) este fie din multimea Sy pe care este
data D,, = —edV/dn fie din multimea S nevida, pe care este data valoarea
potentialului, si care determind univoc E;,= —tdV/dt, fie din multimea
SE pe care se stie ca potentialul este constant si implicit E, = 0, fard a se
cunoaste in mod necesar valoarea constantei. Daca Sg nu este conexa, ci
formatd din m pirti conexe Sg = |J Sk, k = 1 : m, echipotentiale (numite
si borne sau terminale), atunci trebuie cunoscute valorile a (m — 1) fluxuri
electrice iy pe suprafetele bornelor S;, sau valorile potentialelor electrice
Vi, ale acestor borne (o parte din fluxuri pot fi Inlocuite cu potentiale si
reciproc), important este ca pe fiecare bornad "flotanata", cu exceptia uneia
"borna fixd - de referinta" sa se dea fie valoarea potentialului, fie valorea
fluxului.

Situatia, numitd mixtd (MX) sau hibrida este cazul cel mai general, DN si ET fi-
ind cazuri particulare ale acesteia. Frontiera este partajatd disjunct intr-o parte cu
conditii Neumann (Sy) - este datd derivata dupd normald a potentialului, una cu
conditii Dirichlet (Sp) - este datd valoarea potentialului in orice punct al acestei
suprafete si o parte notata Sg, care la randul ei poate fi formata din m suprafete
disjuncte, care reprezintd suprafetele unor conductoare. Stim cd aceste suprafete
sunt echipotentiale fiecare, dar nu stim Tn mod necesar valoarea potentialului decat
pentru n > 0 dintre ele, la celelalte sunt date sarcinile electrice (egale cu fluxurile
acelor suprafete). Din cele m conductoare, n au potentialul cunoscut iar pentru
celelalte (m — n) sunt cunoscute sarcinile fiecdreia. O astfel de situatie se intél-
neste, atunci cand se extrage matricea capacititilor unui sistem de m conductoare



scufundate intr-un dielectric liniar, prin rezolvarea problemeleor de camp elec-
trostatic.

Teorema energiei electromagnetice aplicatd problemei de electrostaticd ofera iden-
titatea energetica:

2W = / e(grad V)?dv = / pVdv — / D, dA, (2.25)
Q Q o0

baza teoretica a lemei solutiei banale. Observand ca ultima integrald se descom-
pune in:

/ D,dA = [ VD,dA + / VD,dA+) Vi [ D,dA,  (2.26)
o0 SN SD k=1 Sk

termeni care se anuleazd fiecare in conditiile de frontiera mentinate anterior, cand
acestea au valoare nuld. Fiecare termen din suma de m termeni se anuleazd fie
pentru cd Vj, = 0, fie pentru ca fluxul electric (egal cu sarcina conductoului) ¢, =
0. Integrala din pV se anuleaza pentru ca p = 0, de unde din rezulta cd
W = 0, deci ca potentialul este constant in tot domeniul de calcul. Dar deoarece
el este nul in punctul de referintd, rezultd ca problema are doar solutia nuld, in
condifii de surse interne si de frontieara nule, ceea ce demonstreazad lema solutiei
banale. Acesta este modul cel mai simplu de a verifica unicitatea solutiei, chiar si
la probeleme complicate. Fiecare termen din expresia energiei pune in evidentd
o categorie de date ce trebuie stiutd pentru a avea o problema bine formulata, cu
solutie unicd. Daca acele date nu sunt corect specificate, energia sistemului nu
este univoc determinatd, deci problema nu este corect rezolvata.

In baza similitudinii dintre ecuatiile regimurilor: ES, MS si EC, teoreme de

unicitate similare se enuntd si Tn cazul regimurilor magnetostatic MS si electroci-
netic stationar EC. Deosebirea este cd, In aceste regimuri campul B respectiv J
este solenoidal, deci se considerd p = 0.
Conditia ca domeniul de calcul sa fie simplu conex este esentiald, mai ales in regi-
mul magnetostatic. Dacd de exemplu, campul dintr-un miez toroidal prin golul ca-
ruia trece curentul [ este unul magnetostatic, intensitatea cAmpului nu se anuleaza
daci pe frontiera torului B,, = 0, ci are valoarea H = I /(2xr), proportionald cu
curentul /. Mai mult, potentialul magnetic scalar are expresia V' = I« /(27), care
nu este univocd, pentru unghiuri « care depasesc 27. Pentru a obtine unicitate,
solutia este sa se transfere torul Intr-un domeniu simplu conex, printr-o taietura,
cu un semiplan la care firul este muchie. Aceastd tdieturd interzice unghiului o sa
depdseasca valorea 2.



2.2.2 Teorema de unicitate a regimului magnetostationar MG

Ecuatiile fundamentale ale regimului magneto-stationar (I.104{I.106) in medii cu
caracteristicd de magnetizare afind au solutia B, H unica intr-un domeniu simplu
conex 2, dacd sunt cunoscute densitatea de curent J , inductia remanentd B, si
tensorul j pozitiv definit (are valori principale strict pozitive) in orice punct din
domeniu, si este Tndeplinitd una din urmdtoarele conditii de frontiera:

* BN: in orice punct de pe frontiera 0€) este cunoscutd componeneta normala
a inductiei magnetice B,, = n - B, astfel incat

/ BndA = 0; (2.27)
oN

* HT: in orice punct de pe frontiera OS2 este datd componeneta tangentiala a
intensitdtii cAmpului magnetic H;, = n x (H X n), astfel incét

H.d, = / JdS, VS c 99 (2.28)
oS S

* MX (mixtd): in orice punct de pe frontiera OS2 este data fie I3,, in punctele
multimii Sz, fie H;, in punctele multimii Sy, complementara suprafetei S,
iar 1n plus, daca multimea punctelor Sy pe care este dat H; nu este conexa
ci formatd din m pérti conexe disjuncte Sy = |J Sk, kK = 1 : m trebuie
cunoscute si valorile a (m — 1) fluxuri magnetice p; de pe suprafetele Sy,
sau valorile tensiunii magnetice 7, ale cate unui punct de pe acea suprafata
(o parte din fluxuri pot fi Tnlocuite cu tensiuni §i reciproc).

Expesia energiei magnetice data de teorema energiei oferd identitatea energetica:

2VV=/1/(7’0iA)2 dv:/JAdv+/ (A x H)dS, (2.29)
Q Q a0

baza teoretica a lemei solutiei banale. Observand ca ultima integrald se descom-
pune in termenii:

/ (A x H)dS +/ (A xH)dS+ ) irpr, (2.30)
Sp

S k=1

care se anuleaza fiecare in conditiile de frontierd mentinate anterior, atunci cand
acestea au valoare nuld. Integrala din JA se anuleaza 1n conditiile lemei, pentru
cd J = 0, de unde rezulta ca W = 0, deci ca potentialul magnetic vector este
irotational tot domeniul de calcul, ceea ce conduce la un camp magnetic nul, iar



demonstratia este incheiata.

Conditia de frontierd (MX) este des intalnita in practicd, inclusiv partitia disjuncta
a suprafetei Sy. De exemplu, atunci cand se extrage matricea inductantelor proprii
si mutuale a unui sistem de bobine, dacad circuitul magnetic pe care sunt montate
bobinele are terminalele magnetice echipotentiale pe frontiera domeniului de cal-
cul. Pentru ca energia unui sitem de bobine filiforme este semiprodusul scalar
©i/2, conditia de frontiera pentru fiecare terminal magnetic flotant, care asigura
unicitatea este cunoasterea fie a fluxului terminalului ¢, fie a potentialului sdau
magnetic (egal cu curentul bobinei ce inconjoara terminalul).

Teorema se referd la unicitatea cdmpului B, H, dar nu si la cea a potentialului
magnetic vector A. Potentialul magnetic vector, care satisface conditiile de etalo-
nare Coulomb este unic determinat, de conditii de frontierd ceva mai restrictive,
decat cele pentru cAmp. Conditiile de frontierd pentru unicitatea potentialului vec-
tor se enunta astfel:

* BN (Dirchlet vectorial): in orice punct de pe frontiera 02 este cunoscuta
componeneta tangentiald a potentialului vector A; = n x (A X n) care
permite determinarea univoca a inductiei magnetice normale B, = n-B =
rotAy;

* HT (Neumann vectorial): in orice punct de pe frontiera 0f2 este data vn x
(rotA), care determind componenta tangentiala a intensitétii cimpului mag-
netic H; = n x (H x n) = vn x (rotA) x n si in plus componenta normala
a potentialui magnetic vector A,, = nA;

* MX (mixtd): in orice punct de pe frontiera 0f) este datd fie A, = n X
(A X n) - in punctele multimii Sg, fie vn x (rotA) x n si A,, in punc-
tele multimii Sy, complementara suprafetei Sp, iar in plus, dacd multimea
punctelor Sy pe care este dat H; nu este conexa ci formatd din m pérti con-
exe Sy = |JSk; k=1 : m trebuie cunoscute si valorile a (m — 1) fluxuri
magnetice j, de pe suprafetele S; sau valorile tensiunii magnetice iy, ale
cate unui punct din acele suprafete (o parte din fluxuri pot fi Inlocuite cu
tensiuni §i reciproc).

Se constatd cd pentru unicitatea lui A trebuie cunoscutd in plus componenta sa
normald A,, pe suprafata Sy, pe care este data H; (condifia Neumann vectoriald).
Pentru detalii privind unicitatea potentilului magnetic vector puteti consulta

[30] sau [112].

Dacd domeniul de calcul este multiplu conex, atunci lucrurile se complicd, pentru
ca pentru fiecare gaura de tip toroidal trebuie cunoscute conditii de frontierd supli-
mentare. Studiul poate fi adus la cazul structurii topologice banale a domeniului
(2, dacd toate gdurile toroidale sunt eliminate prin "taieturi" (suprafete de sectiune,



care elimind golul) sau prin "adaugiri" (suprafete care astupa golul). Structura to-
pologicd a unui astfel de domeniu este descrisd de graful sau, la care laturile sunt
curbele mediane ale tronsoanelor elemntare simplu conexe. De exemplu, graful
circuitlui feromagnetic al unui transformator trifazat (cu trei coloane) este alcatuit
din trei laturi, are doud noduri si doud bucle fundamentale. Sa ne imagindm ca do-
meniul de calcul este un circuit magnetic, atunci energia campului sdu magnetic
generat de cei g curenti care trec prin gaurile domeniului este

g
oW = / vB o =) ppuy, (2.31)
Q k=1

in care ¢, este fluxul magnetic ciclic (prin bucla fundamentld %) corespunzator
solenatiei .

Modul sistematic de a identifica buclele fundamentale este de a construi un arbore
al grafului. Fiecare coardd k, parcursa de fluxul ¢, genereaza o bucla fundamen-
tala cu t.m.m. u;, calculata de-a lungul laturilor buclei, deci pe o curbd inchisa care
inconjoard o "gaurd" tubulard. Suprafata care se sprijind pe o astfel de curba este
o "adadaugire", care daca este reunitd cu domeniul 1l transformd in unul simplu
conex. Tensiunea magneticd wuy, este chiar solenatia ce strabate aceastd "addugire".
Fiecare ramura a arborelui 1n graf genereazd o sectiune fundamentald, cu flux total
nul. Daca ramurile sunt taiate, atunci sunt eliminate toate buclele. Notand cu ¢
numdrul de tdieturi (egal cu numdrul de ramuri), cu v; saltul potentialului mag-
netic pe cele doua fete ale tdieturii, si cu ¢; fluxul magnetic prin tdieturd, atunci
energia campului magnetic are expresia:

t
oW = / vB v =) ;. (2.32)
Q =

Prin "taieturi" si "addugiri", domeniul multiplu conex se transforma in unul sim-
plu conex.

In consecinti, in cazul domeniilor multiplu conexe, conditiile de frontieri supli-
mentare, care trebuie cunoscute pentru a asigura unicitatea campului magnetic
sunt:

* pentru fiecare tdieturd (ramura in arbore) trebuie fie dat fluxul ce striabate
taietura fie saltul potentialului scalar de dublu strat, pe cele doua fete ale
taieturii;

* pentru fiecare addugire (descrisd de o coarda in coarbore) trebuie dat fie
fluxul ciclic ce strdbate coarda fie t.m.m. de-a lungul buclei generatd de
coarda - egald cu solentia bobinei sectionatd de adaugire.



De exemplu, in cazul transformatorului trifazat, in care arborele este coloana cen-
trald, unicitatea campului magnetic din miez este asiguratd in conditii de frontiera
B, = 0, de cunoasterea solenatiei bobinei de pe coloana centrala (care da ten-
siunea magneticd a tdieturii) si de cunoasterea solenatiei bobinelor montate pe
coloanele laterale, care dau solenatiile in cele douad ferestre ale transformatorului

(addugirile din cazul nostru), sau in loc de solenatii, de fluxurile celor trei bobine
(122], [L8], [51].

2.2.3 Teorema de unicitate a regimului magneto-cvasi-stationar
MQS

Ecuatiile fundamentale ale regimului magneto-qvasi-stationar (I.138)) in medii li-
intr-un domeniu simplu conex 2, pe intervalul de timp (¢in, tmax), daci tenso-
rul & este pozitiv definit in orice punct din domeniu, iar permeabilitatea y este si
ea pozitivd, si dacd 1n orice punct de pe frontierd este cunoscutd fie componenta
H; = n x (H x n), tangentiala a intensitétii cAmpului magnetic, fie componenta
E; = n x (E x n), tangentiald a intensitdtii cAmpului electric.

Notdm cu Sy partea de frontierd pe care este data H; si cu Sg, restul frontierei, pe
care este datd E;. Demonstratia se bazeazd pe teorema energiei electromagnetice:

dw,, __dwy,
p—ps+Wn :»/ (HxE)dA:/<E5E+L>dv (2.33)

cu w,, = BH/2 = uH?/2 densitatea energiei magnetice, In cazul mediilor lini-
are. Integrala pe frontierd a vectorului Poynting S, = n-(E x H) = n (-E; x H;)
se anuleazd in conditiile lemei solutiei banale si Tn consecinta:

P= / EGEdy = — / dWm 1 < 0, (2.34)
Q q dt

deoarece 7 este pozitiv definit, relatie care obligd la sciderea energiei magne-
tice. Dar aceastd energie nenegativa prin definitie are valoare initiala nula, deci nu
poate scidea mai mult dect atét, ceea ce implicd W,,, = 0,Vt € (tmin, tmax), CEC
ce corespunde unui cAmp magnetic nul. Deoarece P = 0 si ¢ > 0, rezultd ca si
campul electric E trebuie sd se anuleze.

Chiar daca este simpld, aceastd teoremd de unicitate nu este prea utild in cazurile
practice. Si aceasta din doud motive: conditia ca tot domeniul de calcul sa fie
conductor este prea restrictivd, iar conditia de frontierd pentru E; este mai pu-
tin utili decat B,, care intervenea in regimul magneto-stationar MG. In [12] se
demonstreaza o altd teoremd de unicitate pentru regimul MQS in medii liniare
B = ;H,J = oE, dar care pot avea si subdomenii izolante, cu o = 0. in aceste



subdomenii campul MQS devine magetostatic MS sau magnetic stationar MG.
Pe interfetele de trecere intre subdomenii se conserva H; si 5,,. O astfel de pro-
blemd, de regim MQS combinat cu MG are solutie unicd, in conditii de frontiera
similare cu cele de la regimul MG, adica daca in orice punct de pe frontiera O
este cunoscuta:

* componenta normald a inductiei magnetice B,, = nB, in punctele suprafe-
tei Sp, si

» componenta tangentiald a intensitatii cAimpului magnetic H, = nx(H x n),
in punctele suprafetei Sy = 02 — Sp.

Daca se folosesc potentialele magnetic vector A si scalar V' Tn domeniul conductor
si doar A 1n domeniul neconductor, atunci conditiile de unicitate pentru aceste
potentiale sunt si ele aceleasi ca in cazul MG: se referd la A; pe S silavnxrotA
pe Sy, iar in plus cunoasterea pe suprafata Sy a componentei A, = n- A a
potentialului magnetic vector asigura unicitatea solutiei, mai exact a potentialelor
A — V; A in domeniile condutoare; respectiv neconductoare, pe intervalul de
timp (¢min, tmax)» dacd sunt cunoscute conditiile initiale pentru B(r,0) = rotA
cu divA(r,0) = 0.

2.2.4 Teorema de unicitate a regimului electrodinamic - gene-
ral variabil ED

Ecuatiile fundamentale ale regimului electrodinamic in medii liniare cu
conditii initiale cunoscute pentru B(r, 0) si D(r,0), Vr € Q au solutia E, D, B,H
unicd Intr-un domeniu simplu conex (2, pe intervalul de timp (¢.,in, tmax ), dacd € si
/4 sunt strict pozitive iar o nu este negativ (se pot admite parti izolante, fard pierderi
in domeniul de calcul), si dacd 1n orice punct de pe frontierd este cunoscuta fie
componenta H; = n x (H X n), tangentiald a intensitdtii cimpului magnetic, fie
componenta E;, = n x (E x n), tangentiald a intensititii cAmpului electric.

Notdm cu Sy partea de frontierd pe care este datd H; si cu Sg, restul frontierei, pe
care este datd E;. Demonstratia se bazeazd pe teorema energiei electromagnetice:

dW.,, dwe,
P.=P+ = (Hx E)dA = / (EaE + v ) dv (2.35)
dt o0 Q
unde s-a notat cu
BH DE E? H?
_ — - 2.36
Wern 5 + 5 €3 + 5 (2.36)

densitatea energiei electromagnetice, in cazul mediilor liniare. Integrala pe fron-
tierd a vectorului Poynting S,, = n- (E x H) = n - (E; x H;) se anuleazd in



conditiile lemei solutiei banale, si Tn consecina:

d
pP= / EoEdy = — / Yem qu > 0, (2.37)

deoarece o nu este negativ, relatie care obliga la scdderea energiei electromagne-
tice. Dar aceastd energie nenegativa prin definitie are datoritd conditiilor initiale
pentru camp, valoare initiala nuld, deci nu poate scddea mai mult deact atit, ceea
ce implicd W, = 0, Vt € (tmin, tmax ), ce€a ce corespunde unui cimp electro-
magnetic EE; H nul in tot domeniul de calcul. Pe baza relatiilor de material se
anuleazd si campurile B, D, si J, iar pe baza legii fluxului electric se anuleaza si
p din orice punct al domeniului de calcul.

Daca se folosesc potentialele vector A si scalar V/, atunci conditiile de unicitate
pentru aceste potentiale se referd la valoarea potentialului scalar V' in toate punc-
tele frontierei; la A; = n x (A X n) pe Sg; silavn x rotA = H, si A, pe Sy,
asa cum s-a vazut anterior.

2.2.5 Teoreme de unicitate pentru regimurile generale armo-
nice EDC

Ecuatiile fundamentale ale regimului electrodinamic reprezentate in complex (I.155)
au soluitia E, D, B, H unica intr-un domeniu simplu conex (2, daca ¢, p si o sunt
strict pozitive Tn orice punct din domeniu, si dacd in orice punct de pe fronti-
erd este cunoscutd fie componenta H;, = n x (H X n), tangentiala a intensitatii
campului magnetic, fie componenta E; = n x (E X n), tangentiald a intensitatii
campului electric. Notam cu Sy partea de frontiera pe care este datd H; si cu Sg,
restul frontierei, pe care este datd E;.

O alternativa a acestei teoreme de unicitate este cea pentru elementul multipolar
de circuit electric cu m terminale Sy, Ss, . . ., Sy, parti disjuncte ale 092 (Fig. [2.1).
Conditiile de pe Sg si Sy se inlociesc cu urmatoarele conditii de frontiera:

* E; =n x (E x n) = 0 pe toate terminalele Sy, k = 1,2,...,m;

* n- (rotE) = 0 pe frontiera 0€2;

e n- (rotH) = 0 pe frontiera 02, cu exceptia terminalelor;

* pe fiecare terminal Sy, cu exceptia celui de refernintd S,,,, este data fie valoa-

rea potentilului complex Vj, = [ Crn €00 Edr fie valorea curentului complex
I, = |, 55, Hdr [122], [Bermudez], [BossavitOONonlocal].



Figura 2.1: Element multipolar de circuit electric

Demonstratia se bazeazd pe forma complexd a teoremei energiei electromagne-
tice:

P,=P+jQ = — | (ExH")dA = / (EoE* + jw (BH* — ED*)) d2.38)
oN Q

In cazul elementului electromagentic de circuit electric, integrala pe frontieri a
vectorului Poynting S,, = n - (E x H*) = n - (E; x H}) are expresia:

m—1

P, = —/ (Ex H)dA =) WI; (2.39)
0% k=1

si se anuleaza 1n ipotezele lemei solutiei nule, datorita conditiilor de frontierad din
cele doud teoreme de unicitate: E,, H;, V. sau I,. Numarul complex P + 5@ din
membrul drept al identitatii energetice are, In consecintd, nuld atat partea reala P
cat si partea sa imaginard (). Anularea puterii active P, implicd anularea campului
electric E, deoarece o > (. Dar dacd se anuleazd puterea reactivd () si campul
electric E, atunci se va anula si campul magnetic, rezultand unicitatea campului
elctromagnetic.

Chiar dacad pare excesiv de restrictiva, conditia ca domeniul sa fie conductor, orict
de slab, dar sd nu aibd parti perfect izolante, aceasta este justificatd de faptul cd
in cavitdti izolante cAmpul electromagnetic poate avea mai multe moduri distincte
de a rezona, iar pentru fiecare, atit P cat si () se anuleaza datoritd absentei pier-
derilor si respectiv faptului ca , BH" si ED* se compenseaza reciproc.

In cazul elementului de circuit, teorema de unicitate garanteazi corecta definire si
unicitatea potentialului V}, si a curentului [, pentru fiecare terminal k = 1,2, ..., m—
1. Datorita liniaritatii ecuatiilor, solutiile I si Vj pentru terminalele controlate in
potential si respectiv in curent sunt functii liniare complexe de datele problemei.
Daca primele n terminale sunt controlate in curent iar celelalte sunt controlate in



potential, rezultd urmatoarea expresie pentru relagia intre semnalele de iesire si

cele de intrare:
Va Zaa Aab Ia
= , 2.40
{Ib} {Bba Ybevb} (2.40)

in care s-a notat cu a grupul primelor n terminale controlate in curent si cu b
celdlalt grup, care are m — n terminale controlate in potential. Aceastd relatie
matriceald, pune in evidentd functiile de transfer ale elementului multipolar de
circuit excitat hibrid: Z,, - matricea impedantelor, Y, - matricea admitantelor,
A, - matrice a factorilor de transfer in tensiune si B,, - matricea factorilor de
transfer in curent. Elementele acestor matrice sunt functii complexe de frecventa,
care descriu relatia intrare-iesire la diferite frecvente, impusd de elementul mul-
tipolar electomagnetic de circuit. Definitia lor corectd este consecinta teoreme-
lor de unicitate in regimul general variabil, dar dacd se consdera limita ¢ — 0
atunci elementul devine anelectric si functioneaza in regim MQS, fiind unul de tip
inductiv-rezistiv cu ) > 0, in timp ce limita y© — 0 face ca elementul sd devina
unul amagnetic, care functioneaza in regim EQS, ca un element capacitiv-rezistiv
cu@ <0.

O generalizare a conditiilor de frontierdse obtine considerand un element electro-
magnetic de circuit. Acesta este un domeniu marginit, simplu conex, pe suprafata
caruia deosebim n’ suprafete disjuncte, numite terminale electrice si inca n” ter-
minale magnetice. De aceasta datd conditiile de frontiera au forma:

n-rotE(Pt) =0, VP € ©\S}
n-rotH(P,t) =0, VP € X\S5,

241
nx E(Pt)=0, VP e S}, (241
nx H(Pt)=0, VPeS]
Terminalele electrice pot fi controlate in curent, repsectiv potential:
in(t) = / Hdr; vy(t) = / Edr (2.42)
I'y=0Sk Ck
iar cele magentice pot fi controlate in flux respectiv tensiuni magneitce:
¢ (1) :/ Edr; ux(t)= [ Hdr (2.43)
szﬁsk Ck

De aceastadatdputerea transferatdprin frontiera domeniului este

n'—1 n

» 1" d
P=3" (o) + > w (2.44)
k=1 k=1



care evidentiazdin baza lemei solutiei nule toate tipurile conditiilor de frontierdce
trebuie impuse terminalelor (cite una pentru fiecare termen din aceste sume). Si
aceasta teoremade unicitate a fost extinsa, considerand elementul electromagentic,
multiplu conex de circuit CITATRE Timotin 71EMCE. In concluzie, constatim
importanta fundamentald a conditiilor de frontierd pentru modelarea electromag-
neticd. Aceste conditii trebuie sa reflecte fenomenele fizice si cauzalititile din
dispozitivul de studiat. Deoarece matematica ne poate spune doar daca o anumitd
conditie de frontierd este corectd sau nu, dar nu ne spune care este alegerea potri-
vita, aceasta alegere trebuie facuta doar din considerente fizice, ceea ce presupune
intelgerea profunda a dispozitivului modelat si a relatiilor de cauzalitate specifice
lui.

2.3 Existenta si continuitatea solutiei

2.3.1 Cadrul functional

Odata stabilite conditiile de frontierd, putem reveni la cadrul functional adecvat
formularii corecte a problemei, pentru a exista solutie, iar aceasta sa fie stabila.
Vom folosi urmatoarele spatii functionale:

© L2(Q) = {u] fyu’dv < oo};

e HY(Q) = {u € LX(Q) [grad u € [LX(Q) };

e H(div,Q) = {u € [L2(Q)] |div u € L*(Q) };
e H(rot,Q) = {u € [L2(Q)]rot u € [LX(Q)*}:

pe care le vom numi spatiile: functiilor de patrat integabil, derivabile genera-
lizat, div-conforme si rot-conforme (http://en.wikipedia.org/wiki/
Lp_space). Acestea sunt spatii Hilbert cu produsele scalare:

* (u,v)o = [yuvdz,u,v e L*(Q);

* (u,v); = Jogradu grad v dz + (u,v)e, u,v € H'(Q);

* (0, V)4 = [ divudivvdr+ (u,v)o, u,ve H(div,Q);
* (W, V) = [qroturot vdz+ (u,v), u,ve H(rot,Q);

iar normele induse de acestea vor fi notate cu ||u||o, ||u||1, ||a||giv, ||0]|ror- Asa
cum am mai mentionat anterior, daca domeniul () este suficient de neted, de
exemplu este de tip Lipschitz, atunci se poate defini urma unui elment din spa-
tiille Sobolev mentionate anterior pe frontiera si se pot demonstra teoremele lui
Green:
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e [Lgradudr = — [judivvdr + [, ,uvdA,ue H' v € H(div).
Q Q 09

Daca adaugdm conditiile de frontierda esentiale: Dirichlet V' = 0, componenta
normald nuld si respectiv componenta tangentiald nuld se obtin subspatiile

« HYQ):={ve H(Q)|v(02) =0};
* Hy(div,Q) :={u € H(div,Q)|n-u=0, ped};
* Hy(rot,Q) :={v e H(rot,Q) |n x v=0pe 002 }.

Trebuie sa remarcam faptul cd datorita celebrei teoreme de urma din spatiile Sobo-
lev(http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space), putem vorbi
despre urma pe frontiera unui domeniu lipschitzian, chiar daca valoarea locald a
functiei nu are sens nici in spatiile Sobolev nici in L?. Urmele de pe frontierd
alacituiesc si ele un spatiu Hilbert de indice fractionar H'/2(0%2). Pe suprafetele
de discontinuitate, sunt continue:

s v = g, daci V € H' (), continuitatea valorii;
*n-u; =n-uydacdu € H(div,Q), continuitatea componentei normale;
* nxu; = nxupdacau € H(rot,2), continuitatea componentei tangentiale.

Pentru a intelege proprietdtile de transfer ale celor trei opertaori de derivare spafi-
ald se introduc nucleele (ker) si imaginile (/m - range) acestor operatori astfel:

¢ ker(grad) := {v € H'(Q)|gradv = 0}; gradH' () C ker(rot) :
o ker(div) := {v € H(div,Q)|divv = 0}; divH(div,Q) C L*(Q);
* ker(rot) := {v € H(rot,Q)|rotv = 0}; rotH(rot,2) C ker(div).

Realatiile de incluziune ale imaginilor mentionate anterior in nuclee, se datoreaza
identitatilor clasice satisfacute doar de operatorii de derivare spatiala:

rot grad u = 0; div rot v = 0. (2.45)

Aceste relatii de incluziune devin relatii de identitate, daca domenilul €2 este un
domeniu suficient de neted, de exemplu, dacd este lipschitzian, marginit si simplu
conex. De exemplu, egalitatea ker(rot) = grad H'(£2) ne spune cd in aceste
conditii, orice camp irotational are un potential scalar al cdrui gradient este, iar
egalitatea ker(div) = rot H(rot,(2) spune faptul ci orice cAmp solenoidal are un
potential vector, al ciirui rotor este. In consecinti, se ajunge la teorema care d
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descompunerea Helmholtz: orice camp vectorial u admite un potential scalar V/
si unul vector A, adicd se descompune unic n doud parti ortogonale:

u=gradV +rot A, (2.46)

V € grad H'(Q) si A € rot H(rot,2), Yu € L*(Q)3. Produsul scalar al celor
doua componente, adica integrala produsului dintre ele pe domeniul problemei
are valoare nuld. In consecinti, orice cAmp vectorial este univoc determint de
divergenta si rotorul sdu, teorema garantand existenta si unicitatea celor doud po-
tentiale, deci buna formulare a problemei de camp [[109]. Aceasta afirmatie, care
se aplicd, evident si campurilor electrice si magnetice este cunoscutd sub numele
de teorema fundamentala a analizei vectoriale, dar probabil cd este una din cele
mai profunde descoperiri matematice, permitand structurarea cunostintelor noas-
tre despre modul in care este descrisd lumea fizica.
Relatiile stabilite de operatorii diferentiali intre spatiile de functii, prezentate an-
terior se reprezintd printr-o eleganta constructie matematica, o secventd de opera-
tori, numitd complexul de Rham:

R -4 7Y(Q) £% H(rot, Q) =% H(div, Q) 2% 12(Q) -5 0 (2.47)
In conditiile specificate anterior pentru netezimea domeniului {2, aceasti secventi
este exactd, adicd imaginea unui operator coincide cu nucleul operatorului succe-
Siv:

ker(grad) = R; ker(rot) = gradH*(Q);

2.48
ker(div) = rot H(rot,Q)); L*(Q) = div H(div, ). (248)

ceea ce garanteazd existenta potentialelor scalar si vector. Dacd ne referim la
campuri cu conditii pe frontiera 0S) esentiale nule, atunci sub-secventa de Rham:

R — H(Q) — Hy(rot, Q) — Hy(div, Q) — L3(Q) — {0} (2.49)

isi pastreza din nou caracterul exact [[133]].

Aplicarea complexului de Rham la mérimile caAmpului electromagnetic conduce
la o constructie mai elaboratd, numitd diagrama lui Tonti [123]]. Aici sunt
evidentiate atat marimile campurilor, corpurilor si potentialele, precum si relati-
ile dintre ele, impuse prin legi sau prin definitii. Spre deosebire de complexul
de Rham [[15] in care apar doar operatori de derivare spatiald, in diagrama Tonti
apar si derivatele temporale. Cele patru coloane din aceastd diagrama, numitd si
casa lui Maxwell sunt de fapt secvente de Rham. In diferite regimuri ale cAmpului
electromagnetic aceasta diagramd se simplificd in mod corespunzétor, prin elimi-
narea unor coloane. Pentru mai multe detalii referitoare la acest cadru functional
puteti consulta [[133]], [18], [64] sau [62].
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Figura 2.2: Diagrama Tonti pentru cdmpul electromagnetic [[18]]

2.3.2 Formularea corecta a problemei rot-rot

Am vazut in capitolul 2.1. cum buna formulare, existenta, unicitatea si stabilitatea
solutiei pentru forma slabd a problemelor de regim stationar cu potential scalar
este o consecintd a teoremei Lax-Milgram. Singurul regim stationar care nu sa-

tisface acest cadru functional este cel magneto-stationar, descris de ecuatiile cu
derivate partiale:

rotH =J = rot(vrotA) = J;
divB =0 = B =rotA; cudivA = 0; (2.50)
B=uH & H=vB;

si cu conditiile de frontiera:
n-B=0peSg = nx A =0peS;s, (2.51)
conditie esentiald (poate fi nenuld), si

nxH=J, =nx (vrotA)=J, pe Sg =00\ Sg, (2.52)



conditie naturald si care au forma slabd: a(u,v) = f(u), Yu € Hy(rot,Q,n x
u = 0 peSg), in care

a(u,v) = / v rot urot vdz;
Q

f(u):/qux+/ uJdA,
0 Sw

iar solutia v este cdutatd in sptiul H, (sau in cel afin, translatat fata de Hy, in cazul
conditiei nenule pe Spg).

Aceste relatii pot fi extinse la mediile neliniare magnetic in doud feluri, fie in
mediile izotrope se considerd v dependent de B = rotA(rotv), fie se consideri
H = vB + I, in care I este polarizatia magnetici, dependenti de B = rotA. In
ultimul caz, J = J. — rotl este suma dintre curentul de conductie si cel Amperian
de poalrizatie magnetica iar J, = J.; — rot,I, ceea ce face ca sa devind
n x (vrotA +1) = J,. [78].

Functionala din (2.53), functionala a(u, v) nu mai este coercivi, si in consecintd
potentialul magnetic vector nu este unic. Exceptie face cazul 2D, cu doud com-
ponente ale cAmpului si o singurdcomponentd a curentului si potentialului vec-
tor, care este automat etalonat. Deci in 3D teorema Lax-Milgram nu se poate
aplica direct in cazul regimului magneto-stationar, pentru determinarea potentia-
lului magnetic vector. Pentru a iesi din acest impas s-au gasit mai multe solutii.

(2.53)

* Etalonarea Coulomb. Asa cum s-a procedat in cazul problemei Lapalce-
Poisson cu conditii pure Neumann, pentru a asigura unicitatea potentialu-
lui se foloseste etalonarea acestuia. In cazul potentialului magnetic vector,
aceasta se relizeaza prin conditia Coulomb (I.121)) si prin addugarea condi-
tiei de frontiera A,, = 0 pe Sp.

* Regularizare. O altd abordare, numita de regularizare, constd Tn addugarea
la functionala biliniard a unui termen coerciv, ponderat cu un parametru €
[Costabel91]:

a(u,v) = / vroturotvdr + 8/ uv dz. (2.54)
Q Q

Conditia de coercitivitate este acum indeplinitd din nou si problema este
bine formulatd, oricat de mic ar fi €. Solutia gasitd este apoi trecuta la limita
pentru ¢ — 0.

« Cu multiplicator Lagrange. In cazul formei slabe de tip roz-rot, alti abor-
dare posibild constd in extinderea teoremei Lax-Milgram, astfel incat exten-
sia sd poata fi aplicatd la probleme variationale cu multiplicatori Lagrange,



care nu au puncte de minim, ci puncte critice de tip sa. O astfel de extensie
este realizatd de teorema lui Brezzi, ceea ce permite sd se demonstreze ca
problemele de camp magnetic vectorial cu solutie unicd, in forma lor slaba
sunt bine formulate. [20]], [133]], [64], [109].

* Cu potential scalar redus. O alti abordare diferitd pentru analiza cAmpului
in regim MG consti in folosirea potentialului magnetic scalar redus [78]. In
aceastd lucrare sunt prezentate pe 1anga acest potential si alte formuldri, cu
diferite potentiale ale campului 1n regim MQS.

Asupra acestor aspecte vom mai reveni, in capitolul urmator, cand vom discuta
despre constructia efectiva a solutiei numerice.

2.3.3 Regimuri variabile.

Problemele de regim variabil cer si ele un cadru functional adecvat, dar pentru a
simplifica lucrurile vom discuta buna lor formulare, dupa reprezentarea in com-
plex sau in operational, prin transformata Laplace. Cadrul functional adecvat si
demonstrarea bunei formulari Tn regim magneto-quasi-static MQS tranzitoriu este
prezentatata in

[26]. O alta abordare constructiva consta in discretizarea derivatelor fata de timp,
care apar 1n ecuatiile regimurilor variabile in timp, cu diferente finite implicite.
La fiecare pas de timp trebuie rezolvatd o ecuatie cu derivate partiale div-grad sau
rot-rot, de tip Helmhotz, care, dupd cum se va demonstra mai jos, este corect for-
mulati. In conditiile in care convergenta discretizirii in timp este asigurati, existi
si limita, care este solutia problemei continui. Detalii privind aceastd abordare vor
fi date 1n capitolul 3, referitor la modelarea numerica.

Tot la o ecuatie Helmhotz se ajunge, dacd regimul tranzitoriu al campului elec-
tromagnetic este analizat prin metode operationale, bazate pe transformate de
tip Fourier sau Laplace, iar in particular, folosind aproximadrile discrete: Dis-
crete Fourier Transform - DFT, sau Fast Fourier Transform - FFT (http://en.
wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform).

Formularea corecti pentru ecuatia Helmholtz. In regim armonic, dupi repre-
zentarea n complex, cAmpul satisface ecuatiile (1.158H1.161))de tip Helmholtz:

rot(vrotu) +yu=J (2.55)
cu conditii de frontierd de tipul:

vrotuxn=gpeSy;

2.56
uxn=hpeSp=0900-Sy. (2.56)
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Forma slabi a acestei probleme cauti solutia u in Hp(curl,2,u x n = h pe Sp)
al.

/Vroturotvdx—l—”y/ uvdx:/u.]+/ uhdA,
0 Q Q Sn (2.57)

Vv € Hpo(curl,Q,v x n =0 pe Sp).

Deoarece functionala biliniara (mai corect spus forma sesquiliniard, pentru ca este
complexd) este marginita si coerciva, condifiile teoremei Lax-Milgram sunt inde-
plinite cu constantele [109]:

¢ = min {igg p (@), jﬁrelsf_zv(x)}
(2.58)
C' = max {sup pt(x), sup ’y(x)}

e e

si in consecintd problema are solutie, iar aceasta este stabila.

Revenind 1n domeniul timpului, constatim cd multe dintre problemele practice,
atat de regim tranzitoriu cat si de regim armonic sunt probleme de curenti turbio-
nari. La acestea domeniul modelat are o parte conductoare (D,) si o parte izolanta,
de obicei aer (D, ), dar care este sediul unor curenti cu densitate cunoscutd J,. In
consecintd, regimul campului este MQS in conductor si MG in izolant (Fig.....),
avand ecuatiile:

V-B=0
V-B=0 VxH=1J
D,:4 VxH=Jy D.:{ VxE=-2 (2.59)
B = 0H H=vB+1I
J=0cE

Legatura dintre ele este realizatd de conditiile de interfatare de pe suprafata:
See 1 Vs B=0,VoexH=0=mn.-(B,—B,) =0; n. x (H, — H,) =
0 = Ba, = Be,; Hye = Hy, la care se adauga faptul cd pe aceasta suprafata,
componenta normald a curentului se conserva, deci curentii bin conductor satisfac
conditia de frontiera : S,.:n-J = 0.
Domeniul de calcul 2 = D, | J D este marginit de frontiera 02 = Sy, | Sg U Sk U Sk
partitionatd in primele doud fete de pe frontiera domeniului neconductor si ulti-
mele doud pe frontiera domeniului conductor, pe care sunt indeplinite conditiile
de frontiera:

Sue : H x n = Jg, dar de obicei frontiera nu este panza de curent si Sg, :
Hxn=0,



conditie Tndeplinita pe suprafetele de simetrie pe care liniile de cAmp pica perpen-
dicular sau la suprafata domeniilor feromagnetice ideale;

Sg : n-B = b, dar de obicei Sg : n- B = 0, conditie indeplinita pe
suprafetele de simetrie pe care liniile de camp se preling fard sa le traverseze,
sau pe suprafetele aflate la depdrtare suficient de mare, ca valoarea componentei
normale a inductiei sd se anuleze.

Sue : Hxn = 0, conditie indeplinita pe suprafetele de simetrie pe care liniile
de camp picd perpendicular sau la suprafata domeniilor feromagnetice ideale;

Sg : n x E = 0, conditie indeplinitd pe suprafetele de simetrie sau nu, care
sunt echipotentiale electric (de exemplu, pe electrozii de potential cunoscut), pe
care liniile de camp electric picd perpendicular.

Consecinta a acestor conditii, rezultd: Sy. :n-J = 0; Sg : n-B = 0, ceea
ce Tnseamnad ca Sy .este marginea conductorului spre un dielectric, iar S nu este
traversata de linii ale cAmpului magnetic.

Exprimand campul magnetic din D, 1n functie de potentialul sdu vector A si
campurile electric si magnetic din D,, 1n functie de potentialul vector A si cel
scalar V se obtin ecuatiile:

B=VxA
Dai VX(VQVXA)—V'(V()V'A):JQ ;
H:V()vXA
B=VxA (2.60)
Vx(WVxA) -V -(nV-A)=J-VxI
D, : E=-VV-2
H=vB+I1
J =0E

Din care, dupa eliminarea densitdtii de curent si a campului electric, se obtin ecu-
atiile:

OA
De:V x (V¥ x A) = V- 5V - A) +0(VV + 75) + V x T=0;

(2.61)
0A
A\ (O’ (VV+E)) :0,

satisfacute de A-V in D, la care se adauga ecuatia potentialului A din D,,:
V X (I/Ov X A) - V- (I/Ov . A) = Jo. (262)

Dupa cum se va vedea in paragraful 3.6.1, introducerea 1n ecuatii a termenilor
care contin divergenta potentialului vector nu fac decat sd Intdreascd conditia de



etalonare a lui Coulomb.
Conditiile de frontierd si de interfatd ale acestor trei ecuatii sunt urmatoarele:

S (VX A)xn=J; n-A=0; (2.63)
Sp:nx A =q; dardeobicei Sp:nx A =0 (2.64)
0A
Sge: WV X A+1) xn=0; n- VV+E =0 (2.65)
0A
Sg:n X VV+E =0; nxA=0; V=V (2.66)

Sec 0. (VXA —V XA, =0;
n. X (p(VxA,) —vVxA.+1I) =0

N (2.67)
n, - (VV + C) = 0.

ot

Forma slabd a acestor ecuatii, in care potentialul vector satisface implicit condifia
de etalonare Coulomb este:

/(VO(VXW)-(V><A)+y0V-WV-A)dQ+
DA

+/ (y(VxW)-(VxA)+uV-WV-A+JW(VVJrE))dQ:

¢ (2.68)

W-JOdQ—/ (VxW)- 10+ [ W.1.dS

Da c SH(L

/ aVN-(VV%—%)dQ:O

Aici s-a notat cu W o functie arbitrara de test vectoriald si cu NV o functie arbitrard
de test scalard, dar care satisfac urmatoarele conditii esentiale de frontiera:

SHCUSHa:n-W:O; SEUSB:an:O; Sp:N=0. (269

Dacd domeniul conductor are conductivitatea o constantd, atunci potentialul sca-
lar V poate fi ales nul, iar solutia problemei este datd doar de potentialul vector A,
definit in intregul domeniu de calcul.

Daci potentialul vector nu este etalonat, problema nu are solutie unica. Chiar si



asa, dupd cum se va vedea in capitolul urmadtor, aceasta problema neetalonata sta
la baza unor metode de calcul numeric mai eficiente decat cele bazate pe potential
vector etalonat. Deoarece din ecuatii dispar in acest caz cei doi termeni, care se
referd la divergenta potentialului vector, ei dispar si din forma slaba neetalonata,
care devine mai simpla:

/ (VX W) - (V x A)dQ+

a

o
:/jja(VxW)-Ton—/ (V x W) - TdQ.

c

+/C (y(v X W) - (V x A) + oW (vv+%)) = @70

Pentru a descrie curentii sursd, aici s-a folosit potentialul lor vector T:

JO in Da

0 nD, cu To xn=J, pe Sy,. (2.71)

VXTOZ{

Aceasta face ca distributia de curent, datd a problemei sa fie implicit strict sole-
noidald, chiar si in urma aproximarilor datorate rotunjirilor, trunchierilor sau altor
erori numerice.

Evident cd aceste relatii se transforma In ecuatii complexe, atunci cand se pre-
fera studiul In domeniul frecventei, prin transformatd Laplace sau reprezentare in
complex.

Discutia privind modul efectiv de formulare a problemei si de gdsire a solutiei
in regimurile dinamice va fi aprofundata in capitolul urméator dedicat abordarilor
numerice.

2.3.4 Formulari complementare

O abordare functionald diferitd, pentru problemele de camp magnetic este pro-
pusa 1n [21]. Aici se opereaza cu ambele campuri B si H ca necunoscute (sau
cu potentialele lor, lucru ce asigura satisfacerea automata a ecuatiilor regimului
magnetostatic), minimizarea aplicandu-se erorii cu care este satisfacutd ecuatia
constitutivd de legatura Intre B si H. Definind functionala care va fi minimizata
ca norma reziduului ecuatiei constitutive, rezulta:

(2.72)

1 1
5/ m [rotA — f(—grad V,,)]” dv, VB € Hy(div, ), H € H(rot, ).
Q



Abordarea poate fi extinsa si in regimul magneto-stationar, dacd la functionald se
adaugad factori penalizanti, care descriu constrangerile impuse de relatiile Gauss
si Ampere:

F(B,H) = % /Q [% B - f(H) + %(divB)2 + kop (rotH — J)?| dv.(2.73)

In cazul afin, functionala devine:

1 /1
F(B,H) = 5/ ~B-puH-B,]’dv = dF(B,H) =
QM
1
:/—(B—MH—BT)d(B—MH)dv:O, 274
QM
VdB € Hy(div, (), dH € H(rot,2),
care implicd urmatoarele forme variationale pentru cele doud potentiale:
/ v(rot A — pgradV —B,)rotA'dv = 0,
’ (2.75)

/(,u gradV —rotA + B,)grad V'dv = 0.
Q

Deoarece, conform teoremei lui Tellegen, campul B si H sunt ortogonale, ecuati-
ile (2.75)), satisfacute de cele doud potentiale capata urmatoarele forme slabe, mai
simple:

/(1/ rotA — B,)rotA'dv = 0,
i (2.76)

/(u gradV + B,)grad V'dv = 0.
Q

In aceastd abordare, sunt analizate simultan cele doua formuliri complementare
pentru potentialul vector si pentru potentialul scalar al campului magnetic, iar ero-
rile de metodd sunt transferate caracteristicii de material. O astfel de abordare se
poate aplica si campurilor electrostatice sau electrocinetice. Fiecare din perechile
formate din campurile (E, D), sau respectiv (E, J) se reprezinta prin potentialele
"complementare" scalar V' sau vector T.

Faptul ci cele doua reprezentari duale sunt echivalente este evident in cazul regi-
mului electrocinetic, in care E este irotational si J este solenoidal. Nu exista deci
un motiv profund care sa privilegieze reprezentarea coulombiana (prin V') fatd de
cea amperiand (prin T), Tn afara celui pragmatic, in baza caruia V' fiind scalar are
doar o componenta, fatd de T, care fiind vector are 3 componente, in cazul general



3D. In cazul 2D si acest motiv dispare, deoarece T are si el o singurd componenti.
Cand se foloseste potentialul scalar V', pe suprafata de frontierd Sg se impune o
conditie Dirichlet pentru acest potential, iar pe S; = 02 — Sg se impun con-
ditii Neumann. In schimb, cand se foloseste potentialul vector, lucrurile se in-
verseaza: conditia de frontierd pe Sg este de tip Neumann - se referd la derivata
potentialului vector, mai exact E;, = pJ;, = pn x (J xn) = pn x (rotT X n)
in timp ce conditia de frontierd pe S; este de tip Dirichlet - se refera la T, iar
J, = nrotT = n-rotT,. Dualitatea reprezentarilor complementare se pas-
treaza si In cazul regimurilor electrostatic si magneto-stationar, chiar daca aparent
in primul este preferatd reprezentarea coulombiand prin potentialul scalar (dato-
ritd faptului cd E este irotational), iar in al doilea caz este preferata reprezentarea
amperiand, prin potentialul vector A (datorita faptului ca B este solenoidal). Din
considerente de simetria dualtatii, campul electrostatic poate fi reprezentat la fel
de bine prin potentialul vector redus T’ al inductiei electrice: D = D, + rotT’,
cu divD4 = p, iar campul magnetostationar prin potentialul scalar redus ¢’ al in-
tensitatii cAmpului magnetic: H = H, — grad ¢', cu rotH, = J.

In fiecare regim, cele doud formuldri duale reprezintd "fata longitudinald" (fata
E sau H) respectiv "fata transversald" (fata D, B sau J) a campului din regimul
respectiv.

Cele doud reprezentdri complementare au nu numai o importantd teoretica ci si
una practica, fiecare generand o metoda diferitd de calcul numeric, pentru care
cele doua solutii duale sunt incadrari ale solutiei exacte.

In concluzia acestui capitol, indicim spatiile de functii, cirora le apartin diferitele
marimi locale ale cAmpului electromagnetic:

* intensiatea campului electric si magnetic: E € H(rot,Q2); H € H(rot,();
« inductia electricd si magnetica: D € H(div,)); B € H(div,();

* potentialul electric scalar: V € H'(Q), cu E = —grad V;

* potentialul magnetic scalar: V,, € H*(Q), cu H = —grad V,,;

* potentialul magnetic vector: A € H(rot, (), cu B = rotA.

e potentialul vector al densitatii de curent: T' € H(rot, ), cu J = rotT;

Bineinteles cd in cazul fiecdrei probleme modelate, intervin restrictii suplimentare,
referitoare Tn primul rand la conditiile de frontiera esentiale. Trebuie sd remarcam
ca determinarea campurilor cu potential vector cere o atentie deosebitd, deoarece
abordarea scalard, pe componete nu da rezultate bune, dupa cum se va vedea in
capitolul urmator. Solutia acestor probleme nu trebuie cutatd in [H'(Q)]?, ci in
H(rot, ), deci trebuie sa fie rot-conforma.



In Tabelul sunt sintetizate formele tari si cele slabe: a(v,u) = f(u), Yu €
Hyg ale principalelor ecuatii intalnite in diferite regimuri ale campului electro-
magnetic. Functionalele de energie sunt F'(v) = (1/2)a(v,v) — f(v). In literaturi
se intalnesc multe alte formulari, specifice diferitelor probleme concrete, care au
fiecare diverse avantaje. Ele nu trebuie privite ca retete, ci ca exemple de rationa-
mente, prin care, pornind de la fenomenele fizice esentiale se realizeazd modela-
rea matematicd a dispozitivului analizat, adicd se formuleaza corect problema de
camp in termeni exclusiv matematici.
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Modelarea cu MEF

3.1 Concepte fundamentale

3.1.1 Definitia elementului finit

Cadrul natural de descriere a metodei elementului finit pentru analiza numerica
a problemelor de camp este forma variationald slaba, de tip Galerkin prezentata
anterior, in care problema este reformulati astfel: gisiti v € X, ai. a(v,u) =
f(u), Yu € X.

Asa cum este normal, Tn urma discretizdrii, solutia problemei este cautatd intr-un
spatiu finit dimensional, pe care o sd 1l notam X},. Daca X;, C X, atunci spunem
ca discretizarea este conformd, iar solutia numerica se obtine prin rezolvarea unei
probleme, similard cu cea anterioara:

gasiti v, € Xy, ai a(vp,up) = fup), Yup € Xp. (3.1

De reguld, h este un parametru real, care descrie discretizarea (de exemplu, norma
retelei, definitd ca lungimea laturii maxime), iar In conditii rezonabile, daca h —
0, atunci solutia numericd u, € X converge cdtre solutia exactd u € X, deci
Xh — X.

X, fiind un spatiu finit dimensional, elementele sale se exprima prin combinatii
liniare ale functiilor de bazd (numite si "functii de formd" sau functii de incercare,

sau interpolare) : ©1, @9, ..., PN:
N
up = ZU?%’? (3.2)
i=1

in care numerele u; se numesc grade de libertate. Trebuie sd remarcdm un fapt
nepldcut, in literaturd unii autori noteaza cu N; gradele de libertate, in timp ce



altii folosec aceastd notatie pentru functiile de forma. Oricum spatiul functiilor de
forma si cel al gradelor de libertate sunt duale, iar solutia numerica este "produsul
scalar", mai corect produsul de dualitate al elementelor din cele doua spatii duale.
Daca inlocuim aceastd expresie in (3.1) , se obtine sistemul de NV ecuatii algebrice
liniare:

Au=Tf, (3.3)

cuA = [a(p, ;)] € RVN £ =[f (¢;)] € RN siu = [uf] € RV
Metoda elmentului finit este o metoda de tip Galerkin, cu urmatoarele trei ca-
racteristici definitorii [133]]:

» Domeniul Q € R? cu d = 1,2 sau 3 mirginit, cu frontiera netedi pe por-
tiuni este acoperit de o triangulatie 75, de exemplu o reuniune disjuncta de
elemente poliedrale sau poligonale /;

* Spatiul X, constand din polinoame definite pe portiuni, mai exact restrictia
functiei u, € X, pe elementul K € 7T, este un polinom de variabilele
spatiale z, y si/sau z;

* X}, are o bazd ¢ cu suport local, numite functii de forma, de exemplu func-
tiile polinomiale definite pe portiuni, care se anuleaza in toate elementele
K € Ty, cu exceptia celor care au un element geometric comun (nod, latura
sau fatd).

Pe scurt, in metoda elementului finit domeniul de calcul marginit este discretizat
de o trangulatie, iar solutia este cdutatd sub forma unor polinoame de variabilele
spatiale, definite pe fiecare celuld a triangulatiei, necunoscutele problemei nume-
rice fiind referitoare la nodurile, laturile sau fetele triangulatiei.

Ultima conditie face ca matricea A a sistemului liniar si fie una rari. In metoda
Galekin aplicatd ecuatiilor eliptice, aceastd matrice este simetricd si pozitiv defi-
nita.

Spunem cd o trangulatie 7, = (K;), i € I este regulati (conformi), daca indepli-
neste urmadtoarele trei conditii:

s elementele nu se suprapun Int(Ki) N Int(Kj) =0, Vi # j;
« elemntele acoperd domeniul de calcul |, ; K; = ;

* nu sunt permise noduri agdtate pe laturi, adica intersectia a doud elemente
K; N K, pentru ¢ # j este fie in nod, o laturd sau fatd care apartine ambelor
elemente.

Se vor folosi urmdtoarele notatii:



* V - multimea celulelor V;, in particular Vi - interiorul elementului K’;
* F - multimea fetelor F;, in particular F'x - fetele elemntului K;

e £ - multimea laturilor F;, 1n particular E - latruile elmentului K.

* N - multimea nodurilor NV;, in particular N - nodurile elmentului K.

Acest preambul permite si definim elementul finit prin tripletul (K, Pr, 1), in
care:

* K € R" este celula elementard din triangulatie;

* Py este un spatiu finit dimensional ¢ al functiilor de interpolare (de "baza"
sau de "formd") definite pe K;

* Y7 este o multime de variabile, baza spatiului PJ., dualul spatiului Pr, nu-
mite grade de libertate, solutia numericd din K fiind produsul de dualitate.

Asta Tnseamna cd la scard globald, solutia FEM este descrisa de tripletul: tran-
gulatia 7, a domeniului de calcul, multimea functiilor de forma - definita fiecare
pe domeniul de calcul (dar cu suport redus la cateva celule adiacente) si vectorul
dual al gradelor de libertate, cu semnificatiile lor geometrice (ele fiind asociate
nodurilor, muchiilor, fetelor sau volumelor). Spunem ca functiile de forma alcd-
tuiesc o baza nodald, daca gradele de libertate sunt valorile din noduri ale solu-
tiei numerice, respectiv functiile de bazd au valorile ¢,(N;) = 6;;, In nodurile
Ny, No, ..., N; ale triangulatiei.

3.1.2 Formularea corecta a problemei discrete

Trebuie sa remarcdm ca in conditii de conformitate, functionala biliniard a moste-
neste caracteristicile de simetrie, marginire si coercitivitate si in subspatiul X; C
X, si 1n consecintd confrom teoremei Lax-Milgram, problema discreta este bine
formulatd, avand si ea solutie, aceasta este unicd si continud fatd de date. Prin
discretizare FEM, forma slabd a ecuatiei de rezolvat devine a(uy,vy) = f(vp),
cu af(.,.) simetricd, marginitd si coercivd. Aceasta este de fapt forma slabd a
sistemului de ecuatii liniare, cu matricea A : v''(Au) = v'f. In consecinti, ma-
tricea A a sistemului generat prin discretizare FEM este simetricd si pozitiv de-
finita (are valori proprii mai mari sau egale cu constanta c de coercitivitate), deci
este inversabild (conditia de marginire nu are relevanta in spatiul finit dimensio-
nal, deoarece este implicitd) http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_|
formulation. Iatd cum conditiile de bund formulare a problemei continue de
camp se propaga in cazul elementelor finite conforme, pana la faza finala de rezol-
vare a sistemului cu un numadr finit de ecuatii algebrice linare. Este o proprietate


http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation
http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation

remarcabild, care explicd succesul elementelor finite conforme.

O a patra conditie pe care trebuie sa o indeplineasca orice solutie numerica apro-
ximativd, Tn afara de cele trei de buna formulare, este cea de convergentd, catre
solutia exactd.

Doud teoreme fundamentale ilustreaza proprietdtile de aproximare si convergenta
ale elementelor finite conforme. Prima este lema lui Céa, care arata ci solutia
discretd obtinutd prin metoda elementului finit are cea mai micd eroare de apro-
ximare, dintre toate elementele subspatiului discret X},. In conditiile teoremei
Lax-Milgram

||U — uh||X < (C’/c)Hu— Uh||X; Y, € Xy, (3.4)

in care u este solutia exacta a problemei, uy, este solutia sa numericd, C' este con-
stata de continuitate si ¢ este constanta de coercitivitate a functionalei a(.,.) pe
X. Solutia data de metoda elementelor finite este deci pseudo-optima, fiind pana
la o constanta multiplicativd, cea mai bund solutie din sub-spatiul finit dimen-
sional al solutiilor numerice posibile. Daca se utilizeazd semi-norma energetica
.I* = a(.,.), generatd de produsul scalar definit de functionala biliniara a, inega-
litatea anterioard devine:

lu —up| < |lu—v|,Vv € V. (3.5)

De aceastd data constanta C'/c nu mai apare, deci solutia numerici este chiar
cea mai buna solutie, In norma energetica. Fiind proiectia solutiei exacte (ele-
ment Intr-un spatiu Hilbert) pe subspatiul discret, solutia FEM are cea mai micd
eroare, masurata in norma energeticd (http://en.wikipedia.org/wiki/
Cea ‘s_lemma), [120], [64]. Oricum, dupd cum s-a vazut in Capitolul 2.3, in
cazul problemelor scalare C' = 1, si ¢ = 1, in consecintd, solutia numerici este
optimald si Tn norma Sobolev (deci din punctul de vedere al intensitétii campului,
care este gradientul potentialului).

Deoarece a(u,v) = f(v) si a(up,v) = f(v), Yv € V}, rezultd imediat cd abaterea
solutiei numerice fatd de cea exacta este ortogonald pe spatiul discret al functiilor
de test:

a(u — up,v) =0. (3.6)

Aceasta relatie, fundamentald pentru FEM este cunoscutd sub numele de conditia
Galerkin de ortogonalitate.

A doua teorema se refera la convergenta. Sa presupunem acum ca functiile de
forma sunt polinoame de gradul % pe portiuni (pe fiecare element), dar solutia este
continui pe intreg domeniul de calcul este suficient de netedd, u;, € H**V(Q).
In aceste conditii, eroarea solutiei numerice este [133], [64]:

k+1—m

Hu — ’UhHHm < h( )HUHH(’”U? Y, € X}, (3.7)


http://en.wikipedia.org/wiki/Cea`s_lemma
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Netezimea solutiei numerice depinde de netezimea termenului liber al problemei,
a felului in care variazd spatial constanta de material, de netezimea frontierei do-
meniului si a conditiei de frontierd. Din acest motiv ne vom multumi pentru ince-
put sd folosim elemnte finite "liniare", de ordinul minim, care este ordinul Tntai:
k = 1. Relatiile de tipul sunt cunoscute sub numele de estimatori apriori de
eroare.

Trebuie sd remarcam faptul ca teoremele prezentate asigurd convergenta globala
"in medie" a solutiei numerice catre cea exacta pe Intreg domeniul i nu o conver-
gentd locald, punctuald. Urmatoarea teoremd, numitad a energiei erorii ilustreaza
in mod memorabil acest aspect: Energia erorii este egald cu eroarea energiei.
Pentru demonstratie se considera seminorma energetica a abaterii solutiei nume-
rice fatd de cea exacta:

lu— up|® = a(u—up,u—up) =
a(u,u) —a(u,up) —a(up,u) + a(up,up) = (3.8)

lul® — Junl® + 2a (up, up) — 2a (u, up) = [ul* — |up|?,

deoarece, datoritd conditiei Galerkin a (u — uy,u,) = 0, functionala bilinird si-
metrica se anuleaza:

a(u,up) — a(up,up) = f(up) — f (up) = 0. (3.9)

Toate aceste proprietdti remarcabile [9], [64] explica de ce FEM are o pozitie
privilegiatd, intre metodele de rezolvarea numericd a problemelor de camp elec-
tormagnetic.

3.1.3 Continuitatea solutiei MEF

In figura sunt reprezentate functiile de baza nodale (cu albastru) si solutia nu-
mericd (cu rosu), ce se obtine prin combinatia liniard a functiilor de baza (numite
si "de formd"), si care are graficul o linie poligonald continud. Gradele de libertate
sunt valorile solutiei numerice in nodurile x1, x5, ..., x,. In nodurile extreme
si x5, solutia satisface conditii Dirichlet nule. In Fig. este reprezentata grafic
solutia unei probleme 2D cu conditii Dirichlet nule. Functia se obtine prin com-
binatia liniard (suma ponderatd) a functiilor de forma asociate nodurilor interne,
care au graficele de forma piramidald cu inaltime unitard (Fig. [3.3). Gradele de
libertate sunt chiar valoarea solutiei Tn nodurile interne ale retelei de triunghiuri.

Relatia (3.7) demonstreaza convergenta solutiei numerice citre solutia exactd,
atunci cdnd h — 0. Curba si suprafata din figurile[3.1]si[3.2]tind ctre graficele ne-
tede ale solutiilor exacte. Convergenta este mai rapidd, daca se folosesc ca functii



Figura 3.1: Solutia numerica in cazul 2D si functiile de forma (wik/
finiteelements)

Figura 3.2: Graficul solutiei numerice, liniard pe portiuni, in cazul 2D (wiki/
finitelements)

de formd, polinoame de grad mai 1nalt, dar acest lucru este limitat si de netezimea
intrinseca a solutiei exacte.

Trebuie sd remarcdm ca folosirea aproximarilor de ordinul intai pentru potential,
face ca acesta sa fie continuu pe tot domeniul de calcul, dar gradientul sau (in-
tensitatea cdmpului) sd fie constant(d) pe fiecare element, deci sd aiba salturi la
trecerea de la un element la altul, ceea ce conduce la erori destul de mari. Acesta
este motivul pentru care, in practica se folosesc deseori pentru solutii mai pre-
cise elemente finite de ordin mai nalt, cel putin doi, chiar daca elementele liniare
raman cele mai raspandite.

Trebuie remarcat faptul cd solutia numerica nu satisface in sens clasic ecuatia di-
ferentiald 1n nici un punct din domeniul de calcul, deoarece derivata sa de ordinul
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Figura 3.3: Functia de forma MEF liniard nodala [91]

doi este nuld n interiorul elementelor, deci aproape peste tot, iar in rest solutia nu-
mericd nu este derivabild. Cu toate acestea dupd cum s-a aratat, linia poligonala
generata de FEM este cea mai aproape de graficul solutiei exacte, dintre toate lini-
ile pologonale de pas dat. Mai mult, abaterea fatd de solutia exacta poate fi facuta
oricat de mica (atat global cat si local), dacd micsoram pasul h. Acum intelegem
de ce am renuntat la forma clasicd a ecuatiilor diferentiale, care avea un caracter
local si am preferat forma slabd a probemei, care are un caracter global. Doar asa
am putut gisi o solutie simpla - liniard pe portiuni si precisa - pe cat posibil de
aproape de cea exacta.

Abordarea prezentata este cea mai des utilizatd In MEEF, dar nu este singura. O va-
rianta este cea numitd Galerkin discontinud - (DG FEM - "discontinous Galerkin
Finite Element Method"), in care functiile de forma nu sunt continue, la trecerea
de la un element la altul (elementele finite sunt neconforme, si pot avea noduri
agatate). Chiar dacd are mai multe grade de libertate, deci necesita un efort de
calcul mai mare, metoda DG are o serie de avantaje, in primul rand flexibilita-
tea ei sporiti, [107]]. In Tabelul se prezinta caracteristicile acestei aborddri in
comparatie cu alte metode numerice: diferente finite (FDM), volume finite (FVM)
si elemente finite (FEM). DG-FEM combina flexibilitatea FEM de ordin inalt cu
comportarea locald conservativa a FVM, fiind potrivitd mai ales pentru rezolvarea
problemelor neeliptice (noncoercitive).

Geometrii Acuratete de Forma Conservare Probleme
complexe  ordin superior i  semi-discretd eliptice
adaptivitate h — p explicita
FDM X v v v v
FVM v X Vv Vv V)
FEM v v X ) v
DG-FEM Vv Vv Vv Vv (V)

Tabela 3.1: Caracteristicile metodelor numerice pentru analiza campului [5§]



3.1.4 Cazul domeniilor nemarginite

O problema dificild cu care se confruntd metoda elementului finit este modelarea
domeniilor nemarginite, a spatiului fizic infinit extins. Solutia este sd se introducd
o frontiera fictiva, numita "frontiera deschisd", de forma geometrica simpla: sfera,
cilindru, cub, cerc sau pdtrat, si care divizeazd domeniul spatial intr-o parte inte-
rioard, marginitd si una exterioard. Se rezolvd apoi problema interioard, pentru
care se impun conditii speciale de frontiers. In aplicatii, cel mai des se intilnesc
urmatoarele abordari:

* Spatiul exterior omogen pote fi modelat numeric, in mod natural prin me-
toda elementelor de frontierd (BEM = Boundary Element Method). Aceasta
stabileste o relatie matriciald intre valorile discretizate ale potentialului de
pe suprafatd (conditia Dirichlet) si derivata sa dupa normala (conditia Neu-
mann), relatie care este forma discretd a operatoului Poincare-Steklov (http:
//en.wikipedia.org/wiki/Poincare—-Steklov_operator). Daca
ulterior se rezolvda cu MEF problema interioard cu aceastd conditie de fron-
tierd, am modelat de fapt cele doud domenii cuplate, folosind combinatia
FEM-BEM (6351,
(38,

(1211, [37].

* Se foloseste pe frontiera deschisa o conditie aproximativa, de tip Robin,
in care se impune valoarea combinatiei liniare dintre potential si derivata sa
dupanormala [70], (http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_
condition). Rezultate bune se obtin consderand ca solutie numericd me-
dia dintre solutiile celor doud probleme duale: cu conditii Dirichlet nule si
cu condifii Neumann nule.

* Se adaugd in exteriorul frontierei un strat fictiv de grosime finitd, in care
materialele au proprietdti absorbante sau elementele finite au functii de baza
care modeleaza spatiul infinit, numite "elemente finite infinite" [4]].

Dupa cum se va vedea ulterior, Tn cazul regimurilor evolutive se folosesc si alte
tehnici de tratare a frontierelor deschise, numite 1n acele cazuri si frontiere absor-
bante.

3.2 Probleme cu potentialul scalar in medii liniare

3.2.1 Asamblarea matricei si a termenului liber

Un aspect cheie al conceptiei eficiente a codurilor de analiza cu element finit il
reprezintd folosirea elementului de referintd si transformarea ulterioard a acestuia


http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare-Steklov_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare-Steklov_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_condition
http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_condition

in elementele fizice, care alcdtuiesc triangulatia domeniului de calcul (Fig. [3.4).
Elementul de referintd K de forma geometricd simpld: 1D - segment de dreapta,

A\

—

Figura 3.4: Transformarea elementului de referinta in elementele fizice

2D - triunghi sau pdtrat, 3D: tetraedru, prisma sau cub este transformat intr-un ele-
ment fizic /, folosind transformarea bijectivd, continua si derivabild (conforma):

dp: K — K, (3.10)

care leagd coordonatele elementului fizic, z = ®x(Z) de cele ale elementului de
referintd Z. Matricea jacobian F (7) a transformérii @ (conformi) are deter-
minantul Jx = det (F ) nenul. Aceste transformari pot fi folosite in cazul unor
sisteme de coordonate ortogonale necarteziene, dar in continuare ne vom limita la
cazul cel mai simplu 1n care ® i este o transformare afind:

O (Z) = BkZ + by, Bx € R by € RY, (3.11)

deci elementele fizice au aceeasi formd ca cel de referintd, si se obtin doar prin
translatia, rotatia sau scalarea elementului de referinti. In acest caz, Fx = By si
Jx = det (Bg) este constant pe /. Avantajul acestei alegeri este ci transforma
polinoamele din elementul de referintd in polinoame de acelasi grad definite pe
elementul fizic, ceea ce simplifica foarte mult analiza cu element finit.

Norma matricei jacobian h(z) = ||F || descrie mirimea locald a elementului fizic
din reteaua de discretizare, iar norma retelei este definitd ca h = sup h(z). Daca
toate elementele au aceeasi valoare a parametrului h, refeaua este uniformd, iar
dacd valorile acestui parametru sunt aproximativ egale, numim triangulatia qvasi-
uniforma. Daca h(z) este marginit inferior si superior, atunci avem o triangulatie
nedegeneratd. in continuare vom presupune ci transformarile tuturor elemente-
lor fizice sunt bine conditionate, adica numdrul de conditionare ||F k||| F | este
marginit (de preferintd ar trebui sa aiba valoare cat mai aproape de unitate), trian-
gulatia care respectd aceastd conditie numindu-se regulatd.



Cea mai simpld forma a elementului de referintd este cea simpliciald, adica tri-
unghi pentru d = 2 si tetraedru, pentru d = 3. In acest caz, de mare utilitate
practica se dovedeste folosirea coordonatelor baricentrice A1, A2, A3, (\y) 1n lo-
cul celor carteziene: 7,7, (Z3). Fiecare coordonatd barimetrica este asociatd
unui varf al elementului de referintd, si Tn consecintd ele sunt in numar de d + 1,
cu una in plus fata de cele carteziene, adica trei coordonate in 2D si patru coor-
donate 1n 3D, care evident nu sunt independente. Dupd cum se va vedea, suma
lor este unitard 1n orice punct. Ele se definesc foarte simplu, ca fiind polinoame
de grad unu, care se anuleazd in toate varfurile, cu exceptia celui caracteristic, in
care coordonata baricentricd are valoarea unu:

AN € PYK) ai. N\ (V;) =0y, V1< j<d+1. (3.12)
In cazul 2D (elementul de referinti este triunghiul dreptunghic): d = 2,

KeRLE={Fl0<a'<1,0<2®<1, a'+2° <1} (3.13)

M=1—zt—2% ) =1\ =22 (3.14)
In cazul 3D (elementul de referinti este tetraedrul): d = 3, K € R?,

K={7l0<2'<1,0<2*<1,0<2® <1, ' +22+2% <1} (3.15)

M=1—at—a2?—2% N=2a! N\g=2% N\ =22 (3.16)

In literatura se intlesc si alte notatii pentru coordonatele baricentrice, de exem-
plu L;, sau ;. Remarcam ca aceste coordonate sunt numere reale cuprinse intre
0 s1 1, iar in 2D/3D, pentru un punct interior elementului triunghiular/tetraedral,
ele sunt sunt egale cu masura (arie/volum) a triunghiului/teraedrului obtinut din
element prin inlocuirea nodului caracteristic cu punctul curent, raportatd la ma-
sura elementului. Asta explicd de ce suma celor d + 1 coordonate barimetrice ale
elementului K este egala cu 1, relatie care permite determinarea valorii oricarei
coordonate baricentrice folosind celelalte variabile.

Cea mai simpld alegere pentru elementele finite este cea in care functiile de formd
(de bazd) sunt chiar coordonatele baricentrice asociate varfuilor din interiorul
triangulatiei. Acestea sunt sunt functii continui pe toatd trangulatia si au suportul
nenul doar pe elemntele care au nodul caracteristic, nod comun. Aceastd ale-
gere, cu functii de ordinul intai, numita si "liniard" este potrivita pentru rezolvarea
ecuatiei Poisson cu conditii Dirichlet nule, satisfacuta de potentialul electrostatic
scalar. Gradele de libertate sunt valorile nodale ale potentialelor din varfurile inte-
rioare ale triangulatiei. Solutia numerica va fi o functie continua pe tot domeniul



de calcul cu variatie liniard pe laturi, determinata de valorile din noduri. Principa-
lul dezavantaj consta in faptul ca derivata dupa normala a potentialului nu va avea
trecere continud, de la un triunghi la altul, deoarece campul este constant in fie-
care triunghi. Aceasta dificultate se va remedia ulterior, cind vom folosi elemente
finite de ordin superior.

Partea centrald a algoritmului metodei elmentului finit constd in asamblarea ma-
tricei sistemului A si a vectorului termenilor liberi f, numite din considerente
istorice cu termenii mecanici: matrice de rigiditate si vector de sarcind. Pen-
tru aceasta se parcurg elementele triangulatiei 7}, si se adauga contributia fiecarui
element & la cele doudi matrice. In final se obtine:

A=Y (CK)TAKCK, £= 3 (CF)"£K, (3.17)

KeTy, KeT),

in care matricea C¥ este o matrice topologici, de conectivitate, care descrie relatia
dintre gradele locale de libertate si cele globale (matrice rara cu elemente egale cu
1, in cele trei pozitii In care gradul local corespunde cu gradul global de libertate,
si 0 in rest). In consecinti si matricea A este rara.

Daca se rezolva de exemplu, problema variationald prin care se cautd u € X; C
HL(Q) a.i.

/£Vqudx+/kuvdx:/fvdx, (Vv € Xy, (3.18)
Q Q Q

aceasta corespunde ecuatiei Helmholtz, care degenereazd in ecuatja Poisson, in
cazul particular k£ = 0. In consecinti, discutia se referi la aspectele algoritmice
ale rezolvdrii problemelor statice si stationare ES, MS, EC, dar si problemelor
descrise de ecuatiile Helmholtz complexe din regimul EQS.

Contributiile elementului K la matricele sistemului sunt:

Afj.:aK/ Vgingojdij/ koip;de =
K K

— K [ (Fr) 'V3i(Fg) TVp;JdT + /A k$;p;Jdz (3.19)
K K

£X / fods — [ £5.0d7
K K

in care ( sunt functiile de forma ale elementului de referintd. Tot din conside-
rente de similitudine mecanica, cei doi termeni ai matricei A = S + M se mai
numescmatrice de rigiditate (integralele produsului sclar de gradienti multiplicat
cu € — S) si respectiv matrice de masd (integralele produsului scalar de functii de
forma multiplicat cu & — M).



De exemplu, in cazul elementelor finite 2D de ordinul intai, la care functia de
forma este ¢; = a;x + by + ¢;:

Af =" (aa; + bib)) A + kXA /12;

3.20
£ = fEAK/3, (20
cua; = (y; — y)/(24); bj = —(z; — z) /(24); in care (z;,y:), (z;,y;) si
(xk, yx) sunt coordonatele varfurilor elementului K iar
ro oy 1
A = 5 ZEj yj 1
T yp 1

este aria sa. Relatiile rezulta fara dificultate din definifia coordonatelor baricen-
trice \; = p;(z,y).

Aici s-a folosit formula Holland-Bell

[O1]:

/K/\’Z-“/\?/\idx = 2Agmnp/(m +n+p+ 2). (3.21)

Transformarea afind in cazul 2D duce varfurile triungiului de referinta 70 =
0,0];2% = [1,0);2% = [0, 1]’ in varfurile triunghiului fizic K cu coordonatele
x1 = [x1, 1] 22 = [T2,y0]'; 3 = [23, y3). In consecintd, matricea transformarii

Bin Bia | & by |
{321 B221x+{52]_x:>

:>{bl]:{%},{Bu-ﬂh]:[952}{312-1”511:[%7},:
by y1 || Bai+ by Yo || B +0bo ys | (3.22)
To —T1 T3 — X1

Y2 —UY1 Ys— U
J = (v —21)(ys — 1) — (23 — 21) (Y2 — 1)

:>FK:B:{ },b:[il}, si jacobianul ei
1

se exprima in functie de proiectiile laturilor triunghiului fizic. Rezultele obtinute
pe aceastd cale sunt aceleasi cu cele determinate anterior, fara folosirea triunghiu-
lui de referintd.

In cazul unor retele de triunghiuri cu structura uniformi, care au la fiecare nod
cel mult sase triunghiuri concurente (asa cum se intampla in Fig. [3.2]si Fig. [3.3),
matricea A are cel mult sase elemente nenule pe fiecare linie, deci necesarul de
memorie pentru a retine matricea de rigiditate si cei doi vectori, solutie (care con-
tine gradele de libertate ale problemei) si de sarcina este de 8V, in care NV este
numarul de grade de libertate, egal cu numarul nodurilor interioare din reteaua de
triunghiuri.
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3.2.2 De la teorie la cod

In contiunare, se exemplifici procedura descrisa anterior printr-un cod minimal de
element finit scris in limbajul MATLAB, dedicat determinarii numerice a solutiei
ecuatiei Laplace cu conditii de tip Dirichlet nenule pe o parte a frontierei si Neu-
mann nule In rest, Intr-un domneniu bidimensional de forma arbitrara discretizat
in triunghiuri.

infile % Datele problemei: citeste din scriptul .m:

% na,nb,nc(l:ne) — indicii nodurilor triunghiurilor i: ne

% x,y,z(l:nn) — coordonatele nodurilor n = 1:nn

% nf,vf(l:nnf) — indicele nodului de frontiera n = l:nnf, cu conditie

% Dirichlet si valoarea conditiei

A = zeros(nnod,nnod); % matricea sistemului si

b = zeros(nnod); v = b; % termenul liber si solutia

for 1 = l:ne % parcurge elemenetle si aduna contributia lor la matricea A

nl = na(i); n2 = nb(i); n3 = nc(i); % nodurile
x1=x(nl); x2=x(n2); x3=x(n3); yl=y(nl); y2=y(n2); y3=y(n3); cordonatele
S = (x2%y3—x3%y2—x1xy3+x3%yl+xlsy2—x2+y1)/2 % si aria elementului curent
cl=y2—y3; c2=y3—yl; c3=yl—y2; di=x3—x2; d2=x1-x3; d3=x2—x1;% proiectii
% contributiile (3x3) la matricea A ale elementului curent:
cll=(cl*cl+dl=xdl)/(4%S); cl2=(cl*c2+dlxd2)/(4+S); cl3=(cl*c3+dl=xd3)/(4*S);
c21l=(c2*xcl+d2*dl)/(4*S); c22=(c2#c2+d2xd2)/(4%S); c23=(c2xc3+d2*d3)/(4*S);
c31=(c3%cl+d3xdl)/(4%S); c32=(c3%c2+d3%d2)/(4+S); c33=(c3*c3+d3xd3)/(4*S);
A(nl,nl)=A(nl,nl)+cll; A(nl,n2)=A(nl,n2)+cl2; A(nl,n3)=A(nl,n3)+cl3;
A(n2,nl)=A(n2,nl)+c2l; A(n2,n2)=A(n2,n2)+c22; A(n2,n3)=A(n2,n3)+c23;
A(n3,nl)=A(n3,nl)+c31; A(n3,n2)=A(n3,n2)+c32; A(n3,n3)=A(n3,n3)+c33;

end

for i=1:nnf % parcurge nodurile de pe frontiera cu cond. Dirichlet
n=nf; v(n)=vif(i); b(n)=v(n); %n nod pe frontiera , vf valoare cond.Dirichlet

for j = l:nnod % inlocuieste ecuatia nodului n cu: Vn = val_cond_fr
a(n,3)=0;
if (3~=n & a(3.,n) ~=0) b(J)=b(j)—a(In,n)v(n); a(j,n)=0; end
end
a(n,n) = 1;

end
v=A\b; % solutia problemei: potentialele in nodurile retelei

Procedura prezentatd se poate generaliza relativ usor in cazul tridimensional, dar
si in cazul conditiilor de frontierd nenule. Conditiile Dirichlet nenule sunt conditii
esentiale, deci trebuie satisfacute apriori de solutie. Ecuatiile acestor noduri se
scriu sub formaV; = cunoscut, dar acesatd formd duce la pierderea simetiriei
matricei de rigiditate. Putem salva aceastd simetrie, daca observam ca nodurile
vecine cu nodurile de pe frontiera care au conditie Dirichlet nenula V' = V; pot
avea ecuatii cu un termen liber suplimentar de forma

fo=— Y AV (3.23)

Jj€l'p

Conditiile Neumann sunt conditii naturale, in consecintd, gradele de libertate vor
contine si potentialele acestor noduri de pe frontiera, iar latura [ care uneste nodul




7 cu j va contribui la termenul liber al nodului 7 cu

I 7 h
p = —/ gpids = —95: (3.24)

in care g este valoarea conditiei de frontierd, iar h este lungimea laturii /. Chiar
in conditii nule (¢ = 0), gradele de libertate contin si potentialele nodurilor de pe
partea de frontierad cu conditii Neumann.

Alte coduri simple de element finit pot fi gasite in

[S3]] - Program MATLAB cu elemente finite triunghiulare de ordinul ntai,
pentru ecuatia Helmholtz scalard. Primeste la intrare descrierea retelei si
genereazd in 30 de instructiuni matricea sistemului FEM.

[83] Cod cu 83 linit MATLAB pentru rezolvarea cu FEM liniar a ecuatiei
Poisson 2D cu conditii Dirichlet.

[28]] - Functii MATLAB pentru programe de element finit cu aplicatii me-
canice, exemplificate prin doud probleme una statica de elasticitate liniard
si alta de frecvente proprii. Lucrarea descrie modul eficient si flexibil de
asamblare a matricei elementelor finite in MATLAB, folosind integrarea
numericd a elementelor finite Lagrange de grad ridicat si jacobianul trans-
formadrii conforme. Partea de procesare contine aproximativ 100 instructiuni
MATLAB.

[2] - program de numai 50 linii MATLAB care implementeazd P, — (),
MEEF pentru retele nestructurate de triunghiuri si patrulatere, pentru rezol-
varea problemelor de ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic si conditii
mixte de frontierd. Ca si celelate programe de acest tip primeste la in-
trare fisiere de descrierea geomentriei care contin coordonatele nodurilor,
topologia elementelor (triunghiuri si patrulatere) si descrierea conditiilor
de frontieard (Neumann si Dirichlet). Se explicd simplu si clar pasul de
la teorie la implementare. Pornind de la instructiunile de baza sunt reali-
zate patru programe FEM, fiecare cu mai putin de 50 linii, pentru rezol-
varea: ecuatiei Laplace 2D, ecuatia difuziei cdldurii In 2D, a unei ecuatii
neliniara (Ginzburg-Landau), si a ecuatiei Laplace 3D. Sursele sunt dis-
ponibile la (http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/
fem 50/fem_50.html)

[111] este o pagina din blogul intitulat "Loren on the art of MATLAB", in

care autoarea descrie cum pot fi asamblate rapid matricele FEM rare (timpul
scade de la 200s la 1s!).


http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html

* [43] Programul prezentat este compact si foarte bine explicat . El are 30 linii
MATALSB si rezolva cu MEF liniare (P;) a ecuatiei Poisson 2D cu conditii
de frontiera mixte Dirichlet-Neumann. Este prezentatd apoi o versiune cu
matrice rare, "vectorizatd", mult mai eficientd, care are doar 5 instructiuni
in plus. In continuare este prezentat un algoritm de elemente finite cu retea
2D auto-adaptiva, obtinuta prin rafinarea si rarefierea locala retelei initiale,
pe baza unui indicator de eroare. Exemplul numeric indicd performantele
codului dezvoltat, care rezolva probleme cu péana la 2, 8 milioane de ele-
mente Tn 17 secunde. Din acest timp, jumadtate este consumat de rezolvarea
directd a sistemului cu \,20% pentru asamblarea matricei, iar restul pentru
rafinarea adaptivda. Timpul de calcul depinde aproximativ liniar de numarul
de elemnte, iar rata de convergentd a normei energetice a erorii este de 1/2
pentru algoritmul adaptiv si 1/3 pentru rafinarea uniforma.

* [25] descrie programul iFEM, de elemente finite adaptive, implementat in
MATLAB, folosind intensiv matrice rare (nou stil de programare, numit de
autor matricializare rard). Lucrarea descrie acest stil. Sunt folosite nu-
mai retele de elemente finite simpliciale (triunghiuri si tetraedre), nodala
liniare. Algoritmul adaptiv AFEM are etapele: rezolvd — estimeaza —
marcheazd — rafineazi/rireste. Rezolvarea se face direct cu \, dar pentru
sisteme mari, autorul recomanda solverele iterative bazate pe CG, cu pre-
conditionare multigrid, care sunt mai eficiente. Estimarea se face calculand
in fiecare element un indicator rezidual, bazat pe normele sursei si a saltului
gradientului pe fetele elementului. Dupd valoarea mare/mica a indicatoru-
lui, sunt marcate elemntele pentru rafinare/rarefiere. Rafinarea se realizeaza
prin disectie iar rarirea prin reunire. Programul iFEM calculeaza pana la
10° necunoscute in cateva secunde, cu o ratd de convergentd unitard in 2D si
de 2/3 in 3D (pe jumadte pentru derivatd). (http://ifem.wordpress.
com/)), (http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem
50/fem_50.html.)

Functii pentru vizualizarea solutiei sunt disponibile la [32]. in Matlab nu este prea
simplu sa se vizualizeze retelele nestructurate. Pachetul oferd o serie de rutine
dedicate acestui scop. Acestea au ca intrare descrierea geometriei si a solutiei, iar
ca rezultate, diferite tipuri de vizualizari:

* solutia cu elemente colorate;
* solutia cu umbre interpolate;

* reteaua de discretizare;


http://ifem.wordpress.com/
http://ifem.wordpress.com/
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html.
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html.

3.3 Probleme cu potentialul vector (rot-rot). Elemente
de muchie

Modul in care s-a aplicat metoda elementului finit, prezentat in paragraful anterior
este portivit pentru rezolvarea problemelor stationare cu potential scalar, cum sunt
cele intalnite In regimurile ES, MS, EC si EQS, dar nu este potrivit pentru regi-
murile in care trebuie folosit potentialul vector, cum sunt regimurile MG, MQS
sau ED. Dupd cum s-a vazut, in aceste regimuri trebuie rezolvate ecuatii, care au
forma slaba, in care se cauta u € X, C H(rot, Q) a.i.

/ v rot urot vdx + / kuvdz = / fodz, (Vv e Xp. (3.25)
Q Q Q

Explicatia principala constd 1n faptul cd de asta datd, solutia trebuie cdutata intr-un
subspatiu rot-conform. Incercarea de a rezolva astfel de probleme folosind func-
tii de forma nodale, pentru fiecare componenta a solutiei duce la erori numerice
importante, mai ales in jurul singularitdtilor campului, care apar pe suprafetele
de separatie (cu muchiii si varfuri), intre subdomeniile cu caracteristici magnetice
diferite. S-a constatat si faptul cd in calculul frecventelor proprii de rezonanta ale
cavitdtilor rezonante, atunci cand se folosesc elemente finite nodale, apar moduri


http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=20
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=20
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http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh_generation
http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh_generation
http://www.robertschneiders.de/meshgeneration/software.html
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http://geuz.org/gmsh/

de rezonantd false, numite "spurious modes", fenomen numit de "poluare spec-
trald", care dispare atunci cind solutia este cdutatd intr-un spatiu rof-conform.
Explicatia este aceea cd in H'(2) nucleul operatorului rot rof nu este bine repre-
zentat [14]], [126]. O analiza a acestui fenomen este facuta in [935]].

Solutia este sd se foloseascd elemente finite cu functii de forma potrivite pentru
problema vectoriald, cu operator diferential de tip rot - rot ce va fi rezolvata. Aces-
tea sunt functiile de forma vectoriale, numite §i elemente de muchie. 18], [[78],
[12], 801, [72]. O analizd criticd privind elemntele de muchie este facuta in [93],
[94].

In 2D si respectiv 3D, un cAmp vectorial se reprezinti prin doui sau trei cAmpului
scalare cuplate, componente ale cAmpului vectorial:

T =T,e, +T,e, (3.26)
si respectiv
T="T,e,+Tye,+T.e,, (3.27)

in care e,, e,, e, sunt versorii sistemului cartezian de coordonate. In principu,
fiecare componeta T, T;, T, ar putea fi reprezentatd prin combinatii de functii
de forma nodale, dar aceastd abordare este cea care se doreste a fi evitatd. O
alternativd este data de expresia:

T = Z W, T,, (3.28)

in care 7T; este integrala campului vectorial T de-a lungul laturii /; din triangula-
tia consideratd. In consecintd, functiile de forma vectoriale W, sunt definite de
relatiile:

Ly

adica functia de forma vectoriald W, este orientatd tangential de-a lungul laturii
1 si este orientatd normal de-a lungul celorlalte laturi ale elementului /K. Mai
mult, functia de formd vectoriala W, are in 3D componenta tangentiald nuld pe
orice fati care nu contine muchia i. In literaturd se intalnesc si alte notatii pentru
functiile de baza vectoriale, de exemplu N;.

Restrictiile constatate fac ca in 2D, doud triunghiuri cu latura comuna sa aiba la
trecerea prin aceastd laturd aceeasi componenta tangentiald a functiilor de forma,
dar nu si aceiasi componenti normald. in 3D, functiile de formi vectoriali i
conserva componenta tangentiald la trecerea de la un tetraedru la altul, prin fata lor



comuni. In consecinti, componenta tangentiald a functiilor de formd vectoriale
(de muchie) este continud, in tot domeniu de calcul, motiv pentru care ele se
mai numesc $i functii de formd vectoriale cu tangenta continud. Aceasta rot-
conformitate le face potrivite pentru a reprezenta intensitatea campului electric
sau magnetic, dar si potentialul magnetic vector.

Functiile vectoriale care au urmadtoarele expresii in coordonate baricentrice:

valabile atat in 2D, cand 7, j = 1,2, 3 cat siin 3D, cand 7, j = 1, 2, 3,4, iar ¢j este
latura ce leaga noduriel ¢ cu j satisfac aceste conditii.

Aceste functii, numite elemente Whitney [18], [133], [78] sunt potrivite pentru a fi
alese functii de forma pentru potentialul magnetic vector (Fig. [3.5)), deoarece ele
au componeta tangentiald constantd de valoare 1//;; pe latura ij si nuld pe celelate
laturi, divergenta nuld pe intreg elementul K, si rotor constant pe acel element:
rotw;; = 2V; x V. Gradele de liberate asociate acestor functii sunt valorile
integralelor pe muchiile lor caracteristice.

Lucrurile stau similar cu reprezentarea potentialului electric scalar prin elemente
nodale de ordinul 1ntai, unde solutia numerica trece continuu de la un element la
altul, are gradientul (intensitatea cAmpului electric) constant pe fiecare element,
deci cu divergenta si rotor nule pe element. Rotorul superficial este si el nul pe
fetele elementelor, deoarece componeta tangentiala a intensitdtii cAmpului se con-
serva la trecerea de la un element la altul, datoritd continuitatii potentialului scalar.
Singura "imperfectiune" se referd la divergenta superficiald pe fetele elementelor,
care este nenuld, deoarece componenta normald a cAmpului are un salt pe aceste
fete. Putem spune cd, 1n acest caz, sursa de camp este distribuitd exclusiv pe fe-
tele elementelor finite si este divergenta intensitdtii (implicit a inductiei) campului
electric.

In cazul elementelor de muchie de ordinul intéi, potentialul magnetic vector are
componenta tangentiald continua la trecerea intre elemente, iar rotorul sau (induc-
tia magneticd) este constant in interiorul elementului, deci cu divergenta si rotorul
nule, chiar daca la trecerea intre elemente rotorul superficial este nenul (in schimb
divergenta superficiala este implicit nuld, fiind un cdmp solenoidal ca orice rotor).
Mai mult, solutia numerica - potentialul vector are divergenta nuld att in interi-
orul elementului cat si superficial, deoarece componenta normald a potentialului
se conserva la trecerea de la un element la altul fiind nuld. Rotorul superficial al
potentialului vector este si el nul, deoarece componeta tangentiald a acestui po-
tential se conservi la trecerea de la un element la altul. In acest caz sursa de camp
este distribuitd atat Tn interiorul elementelor cat si pe fetele lor, fiind rotorul po-
tentialului magnetic si respectiv al inductiei magnetice (si implicit al intensitatii
campului magnetic).



in concluzie, in cazul solutiet FEM a problemei de ES cu elemente nodale, den-
sitatea de sarcina este distribuitd superficial pe fetele elementelor, iar in problema
MG rezolvatd cu elemente de muchie, curentul electric este distribuit pe fetele
elementelor. Campul generat de elementele nodale este irotational iar cel gene-
rat de elementele de muchie este solenoidal. In ambele cazuri, cAmpul electric,
respectiv magnetic este constant in fiecare element iar sursa sa este superficiala,
pe fetele elementelor. Prin discretizare in FEM se rezolva deci o alta problema,
usor diferitad de cea originald, dar care tinde cdtre aceasta, pe masura ce reteaua de
discretizare se rafineazd. Aceasta explicatie combinata cu teorema Helmholtz, de
descompunere a campurilor arata cele doua fete complementare ale FEM: elemn-
tele nodale si cele de muchie. Doar prin ambele aborddri combinate se obtine o
reprezentare corecta si completd a campului electromagnetic, si in gneral a cam-
purilor fizice. FEM nu poate fi inteleasda complet, fara intelegerea ambelor tehnici,
nodald si de muchie. Numai impreund se obtin rezulatate corecte, nu numai din
punct de vedere matematic ci si algoritmic dar si fizic.

Figura 3.5: Functiile de forma vectoriale (de muchie) in 2D: w23, wi3, w12 [14]

In [133], (http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/

FEM/200607/nedelec.pdf) sunt prezentate si alte elemente de muchie, cu-

noscute sub numele de elemente Nédélec: de ordin zero si de prima spetd, definite

in 3D de N} = a+b-x|a,b € R? cu dimensiune 6; sau de ordin unu si de a

doua spetd, definite de N{! = (P1(K))¢ de dimensiune 12 pentru d = 3, cu pro-

prietatea

rotN{(K) = rot NI (K). In cazul 2D N} = {a+ b[y, —2|' |a € R?} are dimen-

siunea 3. Se demonstreaza ca functiile vectoriale de forma

Bne = AVA; — AV

3.31
Pr =V (\i))) 53D

alciituiesc o bazi a elementelor de muchie de tip Nédélec de ordinul intai: N{7(K).
Deoarece apartin spatiului H (rot, (1), elementele de muchie, sunt potrivite pen-
tru a reprezenta potentialul magnetic vector, dar si intensitatea cAmpurilor. Pen-
tru reprezentarea inductiilor electrice si magnetice ar trebui folosite alte feluri de


http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/FEM/200607/nedelec.pdf
http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/FEM/200607/nedelec.pdf

elemente finite, care apartin spatiului H (div, Q). In [133] se introduc astfel de

elemente de ordin redus astfel: RT0(K) = {a + bx|a € R® b € R} cu dimen-

siune 4 - elemente Raviart-Thomas, care au gradele de libertate fluxurile pe fetele

elementelor, motiv pentru care se numesc elemente de fatd;

BDM;, = (P*(K))® - elemente Brezzi-Douglas-Marini, cu proprietatea div RT0(K) =

divBDM1 = P°(K), adicd au divergenta constanti pe element.

Prin discretizarea spatiilor din diagrama de Rham, folosind elemente finite con-

venabil alese se obtine o noua diagrama, care la randul ei este o secventd exactd

[133]: Acestea sunt spatiile liniare finit dimensionale, generate de functiile de
R 4 HY(Q) % H@ot,Q) <% Hdiv,Q) % L, -% {0}

U U U U

rot div

Wh — Vh — Qh — Sh i) {0}

baza ale elementelor nodale, de muchie, de fata si respectiv de volum.
Pentru elementul de referinta K, secventa de dimensiune minima contine: ele-
mentul nodal, de muchie, de fatd, de volumul:

R -4, p! (f{) VN (f{) oty RT, 2% po (f() (3.32)

asa cum sunt ele reprezentate in Fig. [3.9/unde sunt marcate colorat si gradele de
libertate.

A P ‘ — X
id B ) v / TR /‘ curl A EeIRNE o div bt /
/ ol -

Figura 3.6: Secventa de Rham pentru elementele finite 3D de dimensiune minima
[133]

Imaginea (codomeniul) fiecarui operator de derivare spatiald si nucleul ope-
ratorului urmator (spatiul 1n care acesta se anuleazd) din diagrama au dimensiuni
egale. In Fig. sunt indicate dimensiunile nucleului si imaginii: dimXh =
dim(ker(D)) + dim(range(D)), pentru fiecare operator D = grad, rot, div. Si-
tuatia se mentine si in cazul 2D, in care se Intalnesc doud variante (corespunza-
toare campului magnetic sau electric axial si respectiv transversal): cu elemente
de muchie - Nédélec:

R 4, p (f{) ANV (f{) ol po 95 o) (3.33)



sau cu elemente de fata - Raviart-Thomas:
R -4, pt (f() o RT, (f{) div, po (K) % 1o} (3.34)

Ele sunt reprezentate grafic in Fig. , unde sunt puse in evidentd Tn culori
si gradele de libertate (nodale cu negru, de muchie/fata cu rosu si de volum cu
albastru), numarul lor, dar si separatia dimensiune nucleu/imagine.

AN RN

1+2 2+1 1+0
n’! /\ (Jull /\& dl\ A
1 1+0

Figura 3.7: Secventa exactd de elemente finite de ordin minim in 2D: Nédélec si
Raviart-Thomas [133]]

Remarcam faptul cd in 2D, elementele div-confrome se obtin prin rotatia cu 90
de grade a elementelor rot-conforme. In cazul 2D (plan paralele) se definesc doi
operatori rotor: rot si pentru cAmpuri transversale si respectiv orientate axial. in
cazul elementelor bidimensionale de ordinul doi, secventa de Rham exacta este:

R -4 P2( ) NU( >:P1 ([A()T—“>PO (}?)L{O}. (3.35)

R -4 p? (f{) o BDMI! (f{) —p! (f{) div, po (K) 4y 10}, (3.36)

iar gradele de libertate si numarul lor sunt reprezentate in Fig. [3.8]
In cazul 3D secventa de Rham exactd cu polinoame complete de grad minim
este:

. ~ ~\\ 3 ~ ~\\ 3
e (R) = (P (R)) =it () == P ((R)) =
N di (3.37)
— BDM, (K) div, po <K> % {0}
cu reprezentarea grafica din Fig. in care sunt marcate gradele de libertate

si numarul lor, suma a dimensiunii imaginii si nucleului celor doi operatori suc-
cesivi.
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Figura 3.8: Secventa exactd de elemente finite de ordinul doi in 2D: de muchie -
Nédélec si de fatd - BDM [133]]

w,

1+9 9+3 341 140

Figura 3.9: Secventa exacta de elemente polinomiale de ordin 2 in 3D: de muchie
- Nédélec si de fatd - BDM [133]]

Cu aceste preliminarii teoretice, suntem in mdsurad sa abordam rezolvarea cu

FEM a problemelor din regimurile MG, MQSC si EDC, care au forme slabe de
tipul ([3.25)), in care intervin operatorii rot-rot.
Si de aceastd datd, partea centrald a algoritmului constd in asamblarea matricei
sistemului A si a vectorului termenilor liberi f. Pentru aceasta se parcurg ele-
mentele triangulatiei 7}, si se adauga contributia fiecdrui element K la cele doua
matrice de rigiditate si de masi. In final se obtine:

A= (CKYARCE, £= Y (CK)'£F, (3.38)

KeTy, KeTy,

in care matricea C¥ este matricea topologici, de conectivitate, care descrie relatia
dintre gradele locale de libertate si cele globale. Aceasta este o matrice rard cu
elemente egale +1 sau —1, dupa cum muchia locald coincide ca sens cu cea glo-
bald sau nu si zero in rest. Constatam ca spre deosebire de elementele nodale, cele
de muchie sunt orientate si acest lucru trebuie tratat cu grije la asamblarea matri-
cei A, folosind matrice de selectie cu elemente, care au nu numai valori pozitive
ci si negative. O metoda simpla este sd se considere ca muchiile sunt orientate in
ordinea crescatoare a numarului nodurilor, atat local cat si global. Si de aceasta
datd, matricea A este rara.

Si de aceasta datd, pentru a simplifica si modulariza programarea se foloseste ele-
mentul de referinta K si o transformare conformd ¢ : K — K,cux = ® (),



care duce pe K 1in elementele fizice K , ce alcatuiesc reteaua de discretizare spa-
tiald. Vom nota cu F i matricea jacobian a trasformadrii conforme si cu .J deter-
minantul sdu. Gradele de libertate 1si prezerva valoarea, dar functiile de forma si
coordonatele se transforma conform.

Contributiile elementului K la matricele sistemului sunt [[133]]:

Afﬂ = / ptrot ., Tot padx + / kpapsdr—
K K

_ [ JL T (Fierot 3a) (Fie rot 3s) dat

K (3.39)
+ /A k (FI}Trot {5@) (F}}T rot g’o\@) dx

K

= [ Geude = [ §(F7 20 a,
K K

in care @, sunt functiile de forma ale elementului de referintd, care genereaza un
spatiu de elemente finite locale, rot-conform, parte din H (rot,(2). Aici s-a notat
cuj sursa internd de cAmp - densitatea de curent si cu 1 = 1/v permeabilitatea
magneticd, in cazul in care se rezolva ecuatia satisfacutd de potentialul magnetic
vector.

In cazul 2D, expresia capiti o formd mai simpli:

Afﬂ = /A w It rot $ rot Pada+

K (3.40)

+ [ k(Frot 2,) (Fg" rot §5) Jdz,
K

in care primul termen este matricea "de rigiditate", iar al doilea este matricea "de
masa".

De exemplu, in cazul 2D cu elemente de muchie Nédélec, de speta intdi, la care
functia de forma este p; = (ay; + biy)i + (ag; — byx)j cu rot p; = —2bk, sau
in coordonalte baricentrice ¢; = \;V A, — A\ VA curot ¢; = 2V 2V, deci
rotok = —2k [14]:

K K K
Aij = Sij + M, (3.41)
cu
1 -1 1
Si=1]-1 1 1 |/A (3.42)



ij.zzA

VM 4+ VA,
VAsMaz +VAz |7
VA3sMs;

cu A = J/2 este aria triunghiului si

M22 =

M23 =

[ +3
+1
| -1
[ +3
+3
| +1
[ +1
+1

| +1

Vs

+1
+1
-1
+3
+3
-1
+1
+3
+1

(3.43)

(3.44)

£X = K 4 /A F g7 =
K

£ = X ABUT[-1 1]'/3, (3.45)
£ =j"ABCD[-1 —2)'/3,
£ =X ABD]2 1]'/3,

1n care, in cazul transformarii conforme afine

Fr=B=

jar \y =1 — 2! — 22 X\ = 2!, \3 = 22,

VA =[-1 -1,
Vi =[10];

Y1 = )\2v>\3 - )\3V/\2 = [O,[El
Yo = )\3V>\1 — )\1V)\3 = 1'2 [—

_

To — X7

Y2 —

R

n

Tr3 —
Ys —

Y2 = )\1V)\2 — )\2V)\1 = (1 — i['l — SCQ) [10]/ — X

au divergenta nuld si rotor constant pe element.
Combinatiile liniare ale unor astfel de functii de forma sunt potrivite sa reprezinte

T

3.46
T (3.46)

(3.47)

P—2?) [0 1] = [-2? -1 —I—atl}l;



atat distributia inductiei magnetice cat si cea a potentialului magnetic vector in
conditii de etalonare coulombiani. In acest caz, gradele de libertate sunt tensiu-
nile de-a lungul laturilor interioare ale triunghiurilor retelei de discretizare. Valo-
rile acestor tensiuni pe laturile de pe frontiera domeniului sunt conditii esentiale
de frontiera.

Un cod MATLAB pentru elemente de fatd este disponibil in [], iar pentru ele-
mente de muchie in
[14]. Dupd cum se va vedea totusi, in capitolul 3.5, aceste complicatii (utile de
altfel din punct de vedere didactic) se evitd, deoarece problemele de regim magne-
tic stationar plan-paralele 2D, cu cAmp magnetic transversal se reduc la probleme
scalare div-grad.

Dificultdtile intalnite Tn asamblarea matricelor elementelor de muchie si de fata
sunt tratate intr-o lucrare recenta [83]], dovada privind actualitatea temei.

3.4 Elemente finite de ordin superior

3.4.1 Rata si ordinul de convergenta

Obiectivul acestui capitol constd in studiul performantelor metodei elementului
finit si a modului in care acestea pot fi Tmbunatdtite. Principalele performante ale
unei metode numerice, cum este si metoda elementului finit se referd la acuratetea
solutiei numerice si la costul determinarii ei.

Acuratetea solutiei numerice este masuratd de distanta intre aceasta si solutia
exactd. De multe ori se calculeaza eroarea relativd, raportand aceastd distantd
la norma solutiei exacte. Aceasta definitie este inutild in majoritatea cazurilor
practice, deoarece ea foloseste solutia exactd, care este necunoscutd. Valoarea
exacta a erorii este calculatd doar in cazurile de test, in care se rezolva o problema
cu solutie cunoscutd, tocmai pentru a evalua performanta algoritmului.

O alta dificultate constd 1n alegerea normei ce va fi folosita pentru evaluarea ero-
rii. Cea mai simpli alegere este norma L?, dar cind se doreste si fie controlatd
nu numai valoarea solutiei, care este de reguld un potential ci si derivata spatiald
a acesteia, care este un camp, se foloseste norma Sobolev, care adauga la norma
din L? si norma L? a derivatei (grad, rot sau div). In multe cazuri se foloseste
seminorma, definitd ca norma L? a derivatei solutiei, numiti si norma energetici,
deoarece este chiar energia campului. Ea este indusa de produsul scalar definit de
functionala biliniard af(., .), care intervine in forma slabd a ecuatiei.

O alta abordare ar fi cea in care se determind norma reziduului ecuatiei rezolvate.
Totusi, aceastd abordare nu este de incredere in toate cazurile, deoarece se pot da
usor exemple de probleme care au solutii aproximative cu eroare mare, dar cu o
valoare micd a normai reziduului. Metoda cea mai frecvent folositd pentru estima-



rea acuratetii este bazatd pe majoranti ai erorii reale, care se determind aposteriori,
pe baza solutiei numerice. Acestia se numesc indicatori ai erorii $i au un caracter
local, evidentiind repartitia spatiald a erorii, motiv pentru care ei sunt utili la con-
trolul rafindrii adaptive a retelei de discretizare. Ultima categorie de estimatori
de eroare, sunt cei cu caracter aprioric, care sunt majoranti ai erorii globale, pe
care se bazeazd demonstratia convergentei solutiei numerice catre solutia exacta,
si care sunt utili in predictia ratei de convergenta.

Costul determindrii solutiei se referd la necesarul de resurse de calcul, in spe-
cial necesarul de memorie si de timp de calcul. Cel mai important parametru de
care depinde acest cost este numarul N al gradelor de libertate. Cu cat acesta
este mai mare, cu atat matricea sistemului ce trebuie rezolvat are dimensiune mai
mare, ceea ce sporeste atat necesarul de memorie, cat si timpul de calcul necesar
generdrii sistemului si rezolvarii acestuia. Un parametru de performanta este si
simplitatea algoritmului. Pentru c4, la fel de important (poate chiar si mai impor-
tant) ca timpul de calcul este timpul progrmatorului. Mai sunt si alti parametri
de performantd, de exemplu raritatea matricei sistemului si numarul ei de condi-
tionare, dar acestia ies pentru moment Tn afara interesului acestei lucrari. Notam
totusi ca 1n cazul retelelor de discretizare cu elemente qvasi-degenerate (cu un-
ghiuri foarte mici sau foarte mari) si in cazul unor mari variatii ale constantelor
de material, matricea sistemului liniar poate fi extrem de slab conditionatd, iar
acesta sa ajunga aproape imposibil de rezolvat. Indicatori asupra calitdtii retelei
sunt prezentati si discutati in [77]].

Trebuie sa remarcam ca cele doua obiective: sporirea acuratetii si micgsorarea efor-
tului de calcul sunt intr-o contradictie puternicd. Dacd dorim micsorarea erorii de
metodd, atunci numdrul gradelor de libertate trebuie crescut, si reciproc, scade-
rea acestui numar duce la cresterea erorii. Modul in care depinde eroarea solutiei
numerice de numarul gradelor de libertate este o functie caracteristica a metodei
folosita pentru rezolvarea problemei. De obicei aceastd functie se reprezintd gra-
fic 1n scara dublu logaritmicd. Panta tangentei dusa la acest grafic se numeste rata
de convergentd si este cel mai important parametru de performantd al metodei nu-
merice. De reguld modulul aceastei rate este cuprins intre 1/2 si 2, cu cit este
mai mare, cu atat algoritmul este mai performant. Daca rata de convergenta este
de exemplu egala cu doi, atunci Tnzecirea numarului de necunoscute adaugd inca
doua cifre semnificative corecte la solutie.

Dupd cum rezultd din teorema convergentei, prezentatd anterior, eroarea solutiei

numerice are expersia:
err = |u—up||L? < CHP Hu|Hpyy = O (WPHY) = (3.48)
= logerr <C"+ (p+1)lgh, :

in care p este ordinul elementului finit (gradul polinomului - functie de formd)
iar h este masura retelei (cel mai mare diametru al unui element A’). Numarul



gradelor de libertate este proportional cu numérul de elemente din domeniu, dupa
relatia: N = ¢ Mes(Q)/h%, decilgh = ¢ — X in cazul retelelor de discretizare

d
relativ uniforme. in consecinti,
1
err =0 (N’(p“)/d) = logerr <C+ (p+1)Igh=C"— % lg M3.49)

de unde rezultd ci rata de convergentd a metodei elementului finit este (p + 1)/d,
care in cazul elementelor finite triunghiulare (d = 2) de ordinul Intai, "liniare"
(pentru care k = 1) are valoarea 1, in conditiile in care, solutia exacta este sufi-
cient de netedd u € H?(9). In problemele tridimensionale rata de convergenti
scade la 2/3. Rata de convergentd este mai micd de atit, dacd solutia are puncte
singulare, de exemplu colturi sau muchii infundate in domeniul (2, care scad ne-
tezimea solufiei. Dacd solutia u € H*(2), adici ea are derivatele pani la ordinul
k de pétrat integrabil, atunci err = O(h?), in care ¢ = min{p + 1, k} se numeste
ordinul de convergentd [49]. Cand g = 1, convergenta se numeste liniard (eroarea
scade proportional cu norma h a retelei), iar cand ¢ = 2, convergenta se numeste
patratica (eroarea scade mai rapid, proportional cu patratul parametrului h). O
degradare a ordinului de convergentd se constata si atunci cand sursa de camp nu
este neteda (de exemplu este concentratd, ca o distributie de tip Dirac), sau atunci
cand frontierele curbe sunt aproximate prin linii poligonale, lucru implicit in cazul
elementelor finite triunghiulare sau tetraedrale [49]].

Trebuie sa remarcam ca in cazul neted, elementele finite de ordin minim au err =
O(h?), indiferent de dimensiunea d, dar exprimarea erorii in functie de N este
mult mai relevantd, mai ales n cazul rafindrii adaptive a retelei discretizare, In
care parametrul 4 nu mai are relevanta asteptatd. Aceasta deoarece, 1n acest caz,
pe masura rafindrii, N creste, dar /» se mentine constant.

3.4.2 Rafinarea adaptiva , de tip i

Din expresia erorii err = O (hP*1) prezentatd anterior, rezult cd, pentru a creste
acuratetea solutiei numerice avem doud cdi: scaderea lui / (rafinarea retelei de
discretizare) si cresterea lui p (gradul polinoamelor care constituie functiile de
formd). In cazul ordinului minim p = 1, teoretic convergenta este patratici, dar
in practicd, datoritd singularitatilor solutiei exacte, ordinul de convergentd este
depreciat la unul liniar err = O(h), caz in care nu se justifici folosirea unor
polinoame de grad mai inalt p > 1, pentru ca ordinul convergentei nu poate de-
pisi valoarea ¢ = min{p + 1,k}. O metodd de a recupera deprecierea datorati
singularitdtilor este de a folosi un algoritm auto-adaptiv de rafinare a retelei de
discretizare - "Adaptive Mesh Refinement" - AMR, tehnicd numita si "Adaptive Fi-
nite Element Method" - AFEM [14]]. Acest algoritm iterativ porneste de la o retea
grosierd, si rezolvad problema pe retele de discretizare cu tot mai multe elemente, si



deci cu mai multe grade de libertate. La fiecare iteratie, o parte a elementelor, mai
exact cele in care solutia are o eroare inadmisisbila sunt rafinate, prin divizarea
lor. De exemplu, in 2D, un triunghi se poate imparti in 2, 3 sau 4 subtriunghiuri,
dupd cum se introduc noduri suplimentare Tn mijlocul unei laturi, a doud laturi
sau pe toate cele trei laturi [43]. Elementul cel mai important al unei proceduri de
rafinare auto-adaptivi AMR este folosirea unei estimari robuste si precise a erorii
solutiei.

In literaturd sunt descrisi mai multi estimatori atat din categoria apriori (ce pot fi
evaluati Tnanite de calculul numeric) cat si aposterior, dar majoritatea implemen-
tarilor folosesc indicatori din a doua categorie, datoritd preciziei lor suplimentare.
Indicatorii de eroare au un caracter local si sunt folositi pentru a decide care mu-
chii trebuie divizate, in timp ce estimatorii de eroare au un caracter global, sunt
obtinuti de reguld prin sumarea indicatorilor pe Intreaga retea si sunt folositi pen-
tru a decide cand poate fi opritd procedura iterativa de rafinare succesiva. Un bun
indicator de eroare trebuie sd fie nu numai precis ci si simplu de implementat si s&
aibd un cost mic de calcul.

Estimarea erorii se face fie folosind solutia numerica si derivatele ei (tehnica nu-
mitd de post-procesare), fie folosind abordari complementare, care dau incadrari
ale solutiei. Pentru a identifica singularitdtile solutiei, care pot fi de naturd ge-
ometricd (colturi, muchii) sau de natura fizica (discontinuitdti de material sau de
surse), indicatorii de eroare folosesc aproximadri netezite ale solutiei in aceste zone
de singularitate. Aceste operatii de post-procesare permit evaluarea mai precisa a
derivatelor solutiei. Metoda complementaritdtii este precisa, dar necesitd un efort
de calcul relativ mare, deoarece problema trebuie rezolvata de doua ori la fiecare
iteratie [18], [120]. In [67] se propune un indicator simplu de eroare, definit n
fiecare element (triunghi sau tetraedru), de norma diferentei dintre gradientul so-
lutiei (componentele campului) si 0 aproximare netezitd a acestuia, obtinuta prin
interpolarea cu functiile de baza liniare ale valorilor componentelor gradientilor
din varfurile elementului, valori calculate ca media din elementele vecine. in acest
fel, solutia este netezitd prin medierea ei, nu numai pe elementul curent ci si in
toate elementele vecine cu acesta. Estimatorul global de eroare are pentru cele N
elemente expresia:

Hegi Lo

=4 — 7 ¢ 100% (3.50)
2 gill* + lleg

2
Lo



in care g; este gradientul local in elementul 7 iar

1/2

N
leg I =4 D lle Iz, 3.51)
i=1

cumuleazi abaterile gradientilor e,, = g; — ¢* din toate elementele. Aici s-a notat
cu g gradientul netezit din elementul 7, obtinut prin interpolarea valorilor medii
din varfurile elementului ¢:

Vor fi divizate elementele care au e,4, in norma mai mare decat valoarea admisibila:

N 1/2
{znginunegi }

<n |22 ¥ —c (3.53)

Hegi

Alfi  indicatori §i  estimatori de eroare sunt prezentafi In
[43], [96], [64]. Majoritatea acestor indicatori mdsoara norma reziduul ecuatiei
pe elementul curent K si saltul derivatei dupd normald a solutiei pe fetele elemn-
tului:

Nk = Mg, + Ny (3.54)
2 h%( 2
NBx = p_2||pr + AUFEHL?(K) (3.55)
K

2

he
Mo = D

5 (3.56)
eCOKNQ De

8U FE

o
in care f,, este proiecfia sursei pe spafiul polinoamelor de grad px — 1, iar
[.] = div, este saltul la trecerea prin frontiera elementului K, egal cu divergenta
superficiala a cAmpului. Este evident ca pentru solutia exactd, acest indicator are
valoare nuld.

In Fig. [3.10] este reprezentatd reteua de discretizare generatd in urma rafindrii
adaptive AMR. Se constata ca reteaua este indesitd selectiv, n special in vecindta-
tea coltului care genereaza singularitatea. Pentru aceastd problema este prezentat

in Fig. [3.11] modul in care variaza eroarea relativa in functie de numarul de no-
duri N,, (numarul gradelor de libertate), pentru cazul rafindrii uniforme a retelei

L2(e)



de discretizare si Tn cazul rafindrii adaptive. Se constatd ca in primul caz rata de
convergentd este aproximativ 0, 7, valoare corespunzdtoare unui ordin de conver-
gentd ¢ = 1,4 = 4/3 < 2 (care este valoarea ideald, in absenta singularititii).
In schimb, in cazul adaptiv, rata de convergenti este unitari err = O(N; ), care
ar corespunde 1n cazul unei retele uniforme la o convergenta patratica, care este
maximul ideal. Aceastd estimare are mai mult un caracter teoretic, deoarece nu
trebuie sa uitdm cd in abordarea adaptiva, nu rezolvam un singur sistem de ecu-
atii, ci o serie de sisteme de dimensiuni din ce in ce mai mari. Chiar si asa,
folosirea retelelor adaptive este recomandabild, deoarece acestea sunt optimale si
oferd un control al erorii de metodi. In ultima perioadi, strategiile adaptive AMR
de analiza cu elemente finite nu sunt numai proceduri recomandabile, ci ele tind
sd devina aborddrile standard. Iar pentru a compara performantele procedurilor
adaptive de rezolvare, cel mai relevant este modul 1n care indicatorul global de
eroare depinde de timpul de calcul, necesar efectudrii iteratiilor de rafinare succe-
siva a retelei.

Pe de alta parte, se pot obtine accelerari extrordinare ale vitezei de calcul, deo-
arece folosirea diferitelor nivele de rafinare in rezolvarea iterativa a sistemui de
ecutii conduce la preconditionarea multigrid (Fig. [3.12), care este cea mai rapida
metoda cunoscutd in prezent pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor eliptice reale
[53], (http://www.mgnet .orqg/). In principiu, tehnica multigrid presupune
parcurgerea ierarhiei de retele de la cea mai find la cea mai grosiera si inapoi, efec-
tuand operatiile de netezire (reducerea erorilor "de Tnaltd frecventd"), de restrictie
(transferul reziduului pe o refea mai grosierd), iar la Tntoarcere, operatia de inter-
polare (transferul reziduului pe o retea mai find). (http://en.wikipedia.
org/wiki/Multigrid_method). Ciclul mutigrid poate fi folosit ca atare
in rezolvare, dar se prefera sa fie folosit ca preconditionare pentru metodele itera-
tive de tip Krylov [[71], ca de exemplu metoda gradientilor conjugati (CG), folosita
pentru matricele simetrice si pozitiv definite, cum sunt matricele generate de FEM
aplicata ecuatiilor eliptice. De obicei, dupa mai putin de zece iteratii se obtine o
solutie cu precizie acceptabila.

Complexitatea algoritmului este liniard, timpul de calcul avind ordinul O(N),
ceea ce este ideal [22]. O lista codurilor multigrid din domeniul public este dis-
ponibilala (http://www.mgnet .org/mgnet—-codes.html).


http://www.mgnet.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/Multigrid_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Multigrid_method
http://www.mgnet.org/mgnet-codes.html
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Figura 3.10: Exemplu de retea de discretizare adaptiva [14]]

Relative error [-]
=

Figura 3.11: Eroarea relativa in functie de numarul de noduri, pentru rafinare
unifirma si adaptiva [14]]



Figura 3.12: FEM multigrid cu rafianare adaptivd (http://people.cs.
uchicago.edu/~knepley/)

3.4.3 Elemente scalare de ordin superior. Rafinarea p

Dupa cum am constatat anterior, o altd metodd de a scddea eroarea este de sd
crestem gradul polinoamelor folosite in definirea functiilor de formi. In cazul
bidimensional, polinomul de grad n in doud variabile contine termeni de forma
P y4, cu p 4+ q < n,care pot fi grupati in triunghiul lui Pascal:

1

X

2 oay (3.57)
133 ny xyZ y3

fiecare polinom complet avand m = (n + 1)(n + 2)/2 termeni. Adicd m =
1,3,6,10,... pentrun = 0, 1,2, 3.. ceea ce insemna ca polinomul este determinat
de m coeficienti, sau echivalent de valorile lui Tn m puncte nodale din interiorul
triunghiului. Prin unisolventd, proprietate caracteristicd a acestor polinoame, in-
telegem faptul cd daca valoarea este nuld in noduri atunci si coeficientii sunt nuli,
deci polinomul este identic nul. Aceste puncte se aleg de preferintd in varfuri si
pe laturi. In consecinti, cunoasterea valorilor din noduri determini o solutie unici
in Intreg domeniul de calcul. Aceasta nu numai cad este unica ci este si continud,
deoarece pe fetele si muchiile comune avem tot polinoame unisolvente. De exem-
plu, polinomul de gradul intéi este determinat de valorile lui din cele trei varfuri,
polinomul de gradul doi are pe langa aceste puncte, ca noduri si mijloacele laturi-
lor, adicd in total 6 grade de libertate. Polinomul de gradul trei are 10 noduri: trei
in varfuri, cate doud pe fiecare laturd si unul in centrul triunghiului. Spunem ca
functiile de baza sunt izoparametrice, deoarece numarul lor de parametri (grade
de libertate) este egal cu numarul de noduri.

Functiile de baza se anuleaza in toate nodurile, cu exceptia unuia, in care functia
are valoare unitard. Pentru gradul n = 2, functiile de bazd au graficele similare cu
cele reprezentate in Fig. [3.13] Rotind nodurile se obtin toate cele sase functii de


http://people.cs.uchicago.edu/~knepley/
http://people.cs.uchicago.edu/~knepley/

(x1,11) (1 :ﬂ/)

Figura 3.13: Functii de baza de gradul doi si nodurile lor [78]

baza. Fatd de coordonatele baricentrice, ele au expresiile:
Nl == )\1(2)\1 - 1)

N2 = /\2(2)\2 — 1)
N3 = /\3(2)\3 — ].)

(3.58)
N4 = 4)\1)\2
N5 = 4)\2)\3
Ng = 43\
In general, functiile de bazi au expresiile [78]:
N; = Pl (M) P} (N)P(X3), I+ J+ K =n, (3.59)
iar
Pr(A) = (@1/1N) (p=0,1=1) (nA1—p), 1>0;
Pr(Xx)=(1/J) (p=0,J —=1) (nAg —p), J>0; (3.60)
Pr(As) = (1/KY) (p=0,K —1) (nAs —p), K>0;
cu By = 1.

Prezenta polinoamelor de inteprolare Lagrange in aceste relatii explica de ce ele-
mentele finite care folosesc aceste functii de baza se numesc elemente finite de
tip Lagrange. Aceste functii de baza genereza o familie ierarhicad de elemente fi-
nite nodale de grade crescatoare, definite pe triunghi si are deci valori identice pe
aceasta latura.

Functiile de forma definite pe intreaga triangulatie sunt functii continue, deorece
in doua triunghiuri aldturate, functia este unic determinatd de valorile ei din nodu-
rile plasate pe latura comuna a celor doua triunghiuri.

In cazul 3D, polinomul de gradul n contine m = (n + 1)(n +2)(n + 3)/6 termeni
de forma 2Py?2" cu p+q+r < n, adicd 1,4, 10, 20, . . . termeni in polinoamele de



gradul 0,1,2,3,.... Functiile de baza din familia ierarhicd definite pe tetraedru
au expresii similare cu cele din cazul 2D:

Ni = Pr(M)PF(X2) P (As) P (M), 3.61)

in care P sunt polinoamele Lagrange cu [ + J + K 4+ L = n. De exemplu, in
cazul n = 2, nodurile sunt plasate in cele 4 varfuri ale tetraedrului si in mijloacele
celor 6 laturi.

3.4.4 Elemente vectoriale de ordin superior

Construirea bazelor vectoriale de elemente de muchie de ordin inalt a reprezentat o
preocupare a mai multor cecetétri, care au facut diferite propuneri. Printre primele
este baza de gradul al doilea pentru tetraedre, propusd de Lee in

[80] si alcdtuita din:

12 functii de baza "de muchie" \;VA; i # 5
{12 functii de bazi "de mu s i# iU .62
{AMAV A3, MA3V A, A3V, AV A, A3V AL AN VAL, A VA, MV}

folositd ulterior pentru dezvoltarea unor baze ierarhice. in [127]] sunt inventariate
mai multe astfel de baze si sunt studiate folosind tehnici simbolice, iar in [103],
patru dintre ele sunt comparate din punctul de vedere al ratei de convergentd, a
rezolvirii iterative a sistemului liniar, obtinut prin discretizare. In aceasti lucrare
se constatd cd baza Lee determind cea mai rapidd convergenta.

Bazele vectoriale ale elementelor de muchie de ordin Tnalt se pot genera Tn mod
similar cu cele nodale. De exemplu in 2D, functiile de baza ierarhice rot-conforme
pentru triunghi au expresiile [[78]:

1JK 1JK
W™ = a1y S772 (L1) 8572 (La) P (Ls) Wiz
1JK 1JK
W23 = Qip3 P[n+2 (Ll) S}l+2 (LQ) S}?FZ (Lg) Wo3 (363)
1JK 1JK
Wi ™ = g™ 72 (L1) P72 (L) Si™ (L) W
in care coeficientii o sunt factori de normalizare, alesi astfel Incat integrala de
linie a functiei WZ/X pe muchia a — b si aibd valoare unitard. Aici s-au notat
cu Lj coordonata baricentrica )\, cu w;, functiile vectoriale de muchie de ordin

minim, cu P polinoamele de interpolare Lagrange, pentru care PJ'(.) = 1, iar cu
S polinoamele Silvester definite astfel:

. . 1 1 J-1
ST (Ly) = Py*? <L2 - 2) Ay g [(n+2)Ly—p]. (3.64)



Numarul acestor functii de baza vectoriale este k = (n + 1)(n + 3). De exemplu,
in cazul n = 1, cele opt functii de baza au expresiile:

W, = W% = a13°S7 (L1) S (La) By (Lg) Wiz = a3’ (3Lg — 1) Wi

Wy = Wi? = 3?55 (L1) ST (La) By (Lg) Wiz = ofy” (3Ly — 1) wiy

Wy = Wi' = a1,' 57 (L1) S7 (La) Py (Lg) Wiz = ag3 3Lawny

Wy = Wo? = abs® P (L1) S7 (La) S5 (Ls) Was = as? (3Ls — 1) Wy

W; = Wil = a3 P (L1) S5 (La) ST (Ls) Was = 3" (3L — 1) W (369
Wi = Wii? = 31?57 (Ly) By (La) S5 (Ls) war = azy” (3Ls — 1) ws

W7 = Wit = ai'S5 (Ly) By (La) S7 (Ls) war = a3y (3Ly — 1) wa

Wy = Wit = a31'S7 (Ly) Py (La) S7 (Ls) war = agp 3Laws,

in care s-a folosit schema de numerotare a indicilor 7, J, K reprezentat in Fig.

B.14

Constructii asemandtoare pentru familii ierarhice de elemntele vectoriale de mu-

(0,1, 13

& (L)
A

i A
SN 0.1.2) AN
(1.0,2) / . - A
/ "\ ‘f-(-"'-- (0, 1,00
/oy % 021 oo
(20,1 / . 3
[ / /ﬂftﬂ nx‘
5 .
/ S " (0,3,0)
A (30
2, 1,00
(3,0,0)

Figura 3.14: Schema de numerotare (/, .J, K') asociata elementului de muchie wy
de ordinn = 1 [[78]]

chie de ordin mai Tnalt se realizeaza si in tetraedrele din 3D:

W{é}KL — aIJKLSn+2 ( ) SSL+2 (LZ) PTH-Q (L3) PE+2 (L4> Wio
Wgé]KL IJKLPTL+2 (Ll) SSH*Q (L2) STL+2 (LS) P£L+2 (L4> Wos
Wi = agi " "S772 (L) P77 (L2) Si™ (Ls) P (La) Wi (3.66)
Wi = i 0S72 (L) P72 (Le) PRt (L) ST (L) Wi .
WgZKL — &2JKLPH+2 (Ll) S?+2 (L2) Pn+2 <L3> Sz+2 (L4> Wou
W?I’ZKL — &SJKLPH‘FQ (Ll) p}l+2 (LZ) Sn+2 (L3> Sz+2 (L4> Wiy

numai cd acum, numarul functiilor de baza creste lak = (n+1)(n+3)(n+4)/2.



3.4.5 Secventa Rham a bazelor FEM ierarhice

Un mod principial diferit de a construi baze ierarhice, de ordin inalt este prezentat
in teza de doctorat [[133]]. Ideea centrald a tezei este sa se construiasca baze care
satisfac secventa de Rham. Aplicand gradientul elementelor nodale se obtin ele-
mentele de muchie, apoi aplicadu-le acestora rotorul se obtin elementele de fata,
iar in final, elementele de celuld se obtin din divergenta elementelor de fatd. Se
porneste de la baze de grad minim: elemente finite nodale liniare, elemente de
muchie de tip Nédélec si elemente de fatd de tip Raviart-Thomas, prezentate Tn
capitolul anterior, iar apoi folosind polinoame ortogonale de ordin tot mai mare,
se construieste ierarhia de functii de baza. Scopul este de a construi clase ierarhice
de baze conforme in spatiile H', H(rot) si H(div), potrivite pentru rafinarea hp,
atat dupa parametrul geometric h cat si dupa gradul p, al polinoamelor folosite in
aceste baze. Pentru aceste baze, secventa de Rham este exactd, att local cat si
global. Bazele sunt anizotrope, adica pot avea grade diferite pe muchii si fete di-
ferite, pentru a permite rafinarea geometrica neuniforma a retelei de discretizare si
modelarea foliilor. Gradul polinomului poate avea valori arbitrare doar pe diferite
muchii, fete sau celule elementare, fara ca functia de baza sa piarda conformitatea
cu spatiul 1n care se afld, sau sa dispard exactitatea secventei de Rham, careia i
apartine acel polinom. Mai mult, strategia de construire a bazei trebuie sd se aplice
pentru diferite forme ale elementelor: triunghi, patrulater, tetraedru, prisma, he-
xaedru, pentru a permite retelele de discretizare cu elemente mixte, care apar in
urma rafindrii locale. Trebuie sd retinem cd elementele geometrice: muchie, fatd
sunt orientate in ordinea descrecdtoare a nodurilor lor. Dupa cum se va vedea,
fiecare subspatiu de elemente finite poate avea functii de baza nodale, de muchie,
de fatd sau de volum (de celuld).

In elementele de referinti rectangulare (pitrat, cub) se foloseste pentru functiile
de bazd produsul tensorial de polinoame ortogonale Legendre, care are avantajul
evaludriii rapide, garanteaza liniar independenta, raritatea matricei generate si a
foarte bunei ei conditioniri. In final, se obtine o suiti de astfel subspatii (elemente
finite).

Functiile de baza (liniar independente) polinomiale pentru elemente patrula-
tere (Q)in H'(Q), H(rot,Q) si H(div, Q) se definesc astfel:

* Functii de tip nodal

pentrui =1,...,4: ¢/ = \.

* Functii de tip muchie

pentru m = 1,2, 3,4 : se considerd muchiile £, = [ej, €3] ..



pentru 0 <i < ppg, —2: OF™ = Liys (0ey — 0¢y) (Aey + Aey)

7

* Functii celulare

pentru 0< Z,j < Pc — 2. ¢g = Li+2 (21’ — 1) LjJrQ (2y — 1)

fatd de coordonatele (biliniare si respectiv liniare):

A= (1—x)(1—-y) o= (1—z)+(1—y)
Ay =2 (1 —y) oy :=x+ (1—y)
)\3 =Ty o3 :m_i_y (367)
Mo=(1-y)+o op:=(1-2)+y

Ele definesc subspatiile:

wY (Q) := span <(¢Kw)1gm§4> ’
Wy (Q) := span <(¢1‘Em)13i§mmfl) ym=1...,4 (368
W< (Q) := span <( g)lgi,j§p0> ’

care adunate dau subspatiul polinomial de grad p al elementelor finite patrulatere
din H'(Q):

W (Q) :=WY(Qa@PwWir (Qe W (Q (3.69)

in care p = (pg,,PE,, PEs, PE,» Pc) €Ste un vector cu componente intregi,
care indica gradele polinoamelor de tip muchie si respectiv celula elementara.
Dimensiunea acestui spatiu este |Wp(Q)| = (p + 1), dacd polinoamele sunt
uniforme (au acelasi grad p pe toate muchiile ca si pe celuld).
Functiile de baza polinomiale rot-conforme din H(rot,()) se obtin aplicand
gradientul functiilor de baza din H*:

* Functii de tip muchie

pentrum = 1,2, 3,4 : se considerd muchiile £,, = [eq, €3] ..

— Functii de forma de ordin redus

Spi\nfo = %V ((062 - 0_81) ()‘61 + >‘62))



— Functii de formad de ordin inalt

for 0 <1< PE,, — 1 SOiEm =V (LH—Q (082 - 061) ()‘61 + )‘82>>

* Functii de baza de tip celula

— Tipul 1

penru 0 <1i,5 < pc—1

_ Tipul 2

pentru0 <, <pc—1

902'1 =Ly (20— 1) Ljts 2y — 1) ea—Lipo 22— 1) L), 2y — 1),
— Tipul 3

pentru ) <7 < po —1
05 = Lita (2 — 1) ey

gpgﬁ’pc = Lo (2x — 1) e,

Acestea genereaza subspatiile:

ey, (Q) = spa ((prm)OSiSpEm—) ’
Vi1 (Q) := span < wgl)OSi’jng_J , (3.70)

(
((ng)ogi,jSpc—l> ’
(

Vp?’ (Q) := span ( @icg)ogigpc—l) ‘

care adunate dau subspatiul polinomial al elementelor finite patrulatere din H (rot, Q)
de grad p:

Vo (Q) =N (Q oV (QeVl(Q (3.71)



Dimensiunea acestui spatiu este |V p(Q)| = 2(p+1)(p+1), in cazul polinoamelor

uniforme.

Functiile de baza polinomiale div-conforme din patrulatere din H(div, Q)

pentru () pétrat in 2D se obtin rotind cu 90 de grade functiile de baza din H (rot, Q)):

* Functii de forma de tip muchie

pentru m = 1,2, 3 : muchia E™ cu varfurile {e;, ey}
YNO = rot Ao, Ay — Ae, TO e,

w'Em =rot (Lf-i-? ()\61 - )‘627 )‘62 + )\el)) ’ for 0 S U S PEn — 1

(2

* Functii de de forma de tip celula

w%:TOtUin+UiTOtUj, for 0§@+j§pc_2
¢gj2:7’0tuivj—ui7"0tvj, for 0<i+j<pc—2 (3.72)
chg = (rothiAg — Aot Ag) vy, Jor 0<j<pc—2

Cuu; = L?Jrz ()\2 - )\1, )\1 + )\2) §1 vy = )\3lj (2)\3 — ].)
Functiile de baza div-conforme in cazul elementelor 2D triunghiulare se obtin
din cele prezentate anterior, aplicind transformarea Duffy:

D:Q=[-1L1=>T; (&n)— (z,y) (3.73)
definiti ca
1 1
CL’Z;l(lJré)(l—n); y:§(1+n), (3.74)

care transforma un pdtrat () in triunghiul de referinta 7" (Fig. ). Transforma-
rea inversa are expresia:

x )\2—>\1
=2 —1= c[-1,1
¢ 1—y AL+ A [=1,1] (3.75)

n=2y—1=2\—1=1-2\ —2X\ €[-1,1]

in care \; 2 3 sunt coordonatele baricentrice ale triunghiului.

Functiile de bazd ale patratului se transforma si devin functiile de baza ale triun-
ghiului. Se obtine urmatoarea ierarhie de functii de forma polinomiale, definite
pe triunghi:



0:) D7 (o) — (€. 1.1 11

e ——

D: I'.f_ -',I':l — @)
=% 1 = - 12
=1.-1) (1.-1)

Figura 3.15: Transformarea Duffy intre un pdtrat si un triunghi de referinta [[133]]

* Functii de tip nod

pentru i =1,2,3: ¢ =\ (3.76)

* Functii de tip muchie

pentrum = 1,2,3 : muchia F,, = [e;, €3]

‘ . 5 3.77)
pentru0 <1< pg, —2: ;™ = Lo (Aey — Aeyy Aey + Acy)
* Functii de tip celuld
entru <149 < -3, 1,7 >1:
p J > DPc J (3.78)

¢g,j) = LzS+2 (A2 — A1, A+ A2) Aslj (23 — 1)

Dimensiunea spatiului generat de aceste functii de bazi este |Wp(T)| = (p +
1)(p + 2)/2, in cazul polinoamelor unipentrume.
Baze ierarhice de ordin superior, rot-conpentrume:

* Functii de tip muchie

pentru m = 1,2, 3 : muchia E™ = [eq, e3].

— Functiile ordin redus

ONo = VA, Ay — Aey Ve,



— Functiile de ordin nalt

pentru( < i < pg, —1 0P =V (Livs (Me; = Aeyy Aoy + Aey))

* Functiile de tip celuld
Definim
U; = Li_2 ()\2 — )\1, )\1 + )\2) §1 Uj = )\3lj (2)\3 — 1)

pentru0 <i+j <pc—2,4,75>0

— Tipul I (campuri de gradienti)
QOZCJI =V (u; vj) = Vu; v; + 4V,
goZC; = Vu,; v; — u; Vv,
0ot = (VAtdz — MV A2) v
Dimensiunea spatiului generat de aceste functii de baza este |V,(T)| = (p+1)(p+
2), in cazul polinoameleor unipentrume, numar egal cu cel specificat anterior pen-

tru constructia cu polinoame Lagrange-Sylvester.
Baze ierarhice polinomiale de ordin superior div-conpentrume pe triunghi:

* Functii de pentruma de tip muchie

pentru m = 1,2, 3 : muchia E™ cu varfurile {e;, es}
YN = 1ot Ay Ay — Aoy TOE Aey

¢iEm =rot (L;s+2 ()\61 - )\ezv )‘62 + )\51)) ? pentru O S i S pEm -1

* Functii de pentruma de tip celuld

w%:rotuivj+uirotvj, pentru 0 <1+ 7 < pc—2
z/;zoj = rot u; v; — u; rot vj, pentru 0 <i+j <pc—2 (3.79)
@bjCS = (rotAAe — Airot A2) vj, pentru 0 < j < pc — 2

cuu; = L;S+2 ()\2 — )\1, )\1 + )\2) §1 v; = )\31]' (2)\3 — 1)
Si de aceastd data functiile de baza se obtin prin rotirea cu 90 de grade a functiilor



de bazd ale subspatiului V,(7"). Dimensiunea spatiului generat de aceste functii de
bazi este |Qp(T)| = (p+1)(p+2). Dupd modelul din 2D, procedura de generare
a functiilor de baza se extinde si in cazul 3D, cu aplicatii la elemente hexaedrale
si respectiv tetraedrale. Aplicand transpentrumarea Duffy, sucesiv diferitelor fete
ale hexaedrului acesta colapseaza ntr-o prismd, apoi Intr-o piramida si 1n final in
tetraedru. Spatiul elementelor finite polinomiale poate fi generat de functiile de
baza:

PP(T):={a'y’2" : 0<i+j+k<p, i,jk>0}, (3.80)
care dacd au ordin unipentrum genereaza secventa:
R % prti(T) L PP (T) 2 P (T) 2 P2 (T) 5 {0}, (3.81)

Realizand o constructie cu polinoame ortogonale Legendre, asa cun s-a procedat
in cazul 2D se obtine si in 3D pentru fiecare element, o secventa de tip de Rham,
dar de aceastd datd, dimensiunile subspatiilor elementelor nodale, de muchie, de
fata si de volum au in cazul polinoamenlor unipentrume valorile:

(Wy(H)| = (p+1)%;
Vo(H)[ = 3(2+2)*(p + 1); (3.82)
Qp(H)| =3(p+2)(p+ 1),

in care H este elementul hexaedral si

(W (T)| = (p+ 1)(p+2)(p +3)/6;
V(D) =@+ 1)(p+2)(p+3)/2 (3.83)
1Qp(T)| =p(p+1)(p+2)/2,

in care 7' este elementul tetraedral. R

Functiile de bazd definite pe elementul de referintd A* se extind prin transpen-
trumdri conpentrume @5 : K — K pe elementele fizice K si devin functii de
pentrumi definite pe intreaga retea de discretizare (7},). Functiile de bazi se
transpentruma astfel:

« in cazul elementelor din H': ¢ := ¢ o ®7';
* in cazul elementelor din H(rot): ¢ := F $o d;);
* in cazul elementelor din H (div): ¢ := JI_(IFKQZ o ®.h;

« in cazul elementelor celulare, din Ly: 9 := Ji2') o @7



O proprietate remarcabild a constructiei descrisa 1n [133] si prezentatd anterior
este aceea cd secventa de Rham este exacta nu numai pentru elementele de refe-
rinta ci si pentru Intreaga triangulatie, cat si pentru o parte a ei:

R % Wipi1 (Th) — Vip (T) 22 Qup (Th) 25 S, (T) —= {0}.(3.84)
Aceasta proprietate face ca algoritmii de rezolvare iterativd a ecuatiilor rot-rot sa
fie mult mai stabili si mai robusti, decat in cazul in care aceasta conditie nu este
indeplinita. Strategii pentru construirea bazelor ierarhice pentru elementele finite,
de muchie s1 de fatd sunt prezentate si in  [39], 601,
(611, [501,

[81]. Un rol important Tn estimarea erorii de metoda a solutiei numerice cu ele-
mente finite si in studiul convergentei acestei metode il are urmétoarea diagramd
comutativd:

div

H'(Q) -5 H(rot,Q) =% H (div,Q) Ly ()

U U U |

W 1% Q S (3.85)
U U U |

Wy, — Vi o, g,

in care sunt evidentiate spatiile Sobolev, in secventa de Rham si subspatii ale
lor cu functii suficient de netede, notate cu W, V., @) si S, care sunt aproximate
cu subspatiile discrete, de elemente polinomiale nodale, de muchie, de fata si de
volum: Wy, V},, Q), si respectiv S},. in consecinfa, operatorii de interpolare nodala

N
[1x(v) = > Ni(v)y; satisfac relatiile:
i=1

Iy Vw = Vllypw YweW c H (Q),
oVv =rotllyv Vv eV C H (rot, ), (3.86)
IIsVq = divllgq Vq € Q C H (div, Q).

Si implicit, de la caz la caz, relatiile Stokes, Gauss si Green. Teorema care esti-
meazd apriori "eroarea de interpolare" afirma ca [133], [120]:

o lw—[lywlh = A w|s pentru V w € H¥(Q) cu3/2+0 < s <
k+ 1,6 > 0 si W), spatiul elementelor finite de grad k;

o [[v—TIy vllo X A (|v]ls + [[rotv]]s) pentru V v € (H*(rot,Q))* cu1l/2+
0 < s < k+ 1siVj, spatiul elementelor de muchie de grad k;

* lla—TIyallo < 2°llalls pentru¥ q € (H*(div,2))> cul/2+6 < s < k+1
si @, spatiul elementelor de fata de grad k.



Aici s-a notat cu < marginirea cu o constanta : < C'. Aceaste relatii generalizeaza
teorema convergentei, bazatd pe estimarea apriori a erorii §i prezentatd anterior,
pentru cazul scalar.

3.4.6 Crime variationale

Un alt aspect referitor la erorea de metoda care trebuie mentionat este cel cunos-
cut sub numele de "crima variationald". Aceasta apare atunci cand este violatd
conditia de ortogonalitate Galerkin (3.6)[120], [119]. Dupa cum am vizut, con-
tributiile elementelor la matricea sistemului si la termenii liberi se calculeaza in
problemele scalare div-grad cu relatiile:

Ag—/aKV¢ng0jdx+/ Kp;pida
K K

fiK:/ fodr
K

iar in cazul problemelor vectoriale de tip rot-rot cu relatiile:

(3.87)

Afﬂ = / ptrot @, rot wsdx + / Kpappdr—
K K

— /A p I (Fgrot §,) (Fie rot $g) dao+

K (3.88)
+ /A K (F]}Trot @a) (FI;T rot @3) dz

K

= [ Geato= [ 3(F5700) a2
K K

In conditiile in care functiile de formi au expresii complicate sau constantele de
material si sursele variaza pe element, atunci aceste integrale se calculeazd cu me-
tode numerice de tip Gauss sau Simpson [[118]], [134]. Indiferent care este metoda
numerica folositd pentru integrare, aceasta introduce erori numerice, care perturba
valoarea atét a functionalei biliniare a(., .), cat si acelei liniare f(.), din membrul
drept. Pentru a simplifica prezentarea vom presupune ca doar f(.) este inlocuit cu
o aproximare a f,(.), iar problema rezolvata devine acum a(vy, up,) = fr(uy), iar
relatia de ortogonalitate Galerkin, fundamentald pentru metoda elementului finit
nu mai este satisfacutd: a(u—uy, vy) = a(u,vp)—a(up,vp) = f(vp)—frn(vs) # 0,
iar caracteristicile de optimalitate ale MEF se pierd. Este motivul pentru care se
spune cd am comis o crima variationald. Pentru a evalua gravitatea acestei crime,
vom folosi urmédtorul majorant al erorii [[120], [64]:

[l = unlloo < CH™ Ml gmay + v/ (2) /esup(wl € Vi)|f(wn) = fu(wn)|/[[wn] 4389



in care m — 1 este gradul polinomului functiilor de bazd. Abaterea functionalei
f(.) este acceptabild, doar dacad termenul al doilea, care descrie efectul acestei
abateri are ordinul erorii O(h™!) comparabil cu ordinul primului termen. Situ-
atia Tn care perturbatia intervine asupra functionalei a(.,.) se analizeazd in mod
asemanator. O crimd variationald se comite si prin aproximarea domeniului €2 cu
unul marginit de o linie poligonald, lucru necesar pentru a aplica metoda elemen-
tului finit triunghiular de ordinul intii. Toate eceste crime sunt acceptabile, daca
sunt luate masurile de precautie ca eroarea introdusa sa nu depdseasca ordinul ero-
rii de aproximare intrinsec MEF.

Rafinarea succesiva a ordinului p da rezultate foarte bune in cazul solutiilor extrem
de netede (care sunt functii analitice, indefinit derivabile, functii armonice, solutii
ale ecuatiei Lapalce, etc.), la care eroarea scade exponential cu cresterea ordinu-
lui p. Pentru a recéstiga aceastd proprietate in cazul problemelor cu singularitati,
se foloseste rafinarea hp, care combina rafinarea geometrica adaptiva cu rafinarea
adaptiva a ordinului. Justificarea lor se bazeaza pe observatia cd in zonele in care
solutia este neteda este mai eficient sd se foloseasca valori mari ale gradului p, iar
in zonele din vecindtatea singularitdtilor, rafinarea spatiald prin micsorarea parme-
trului h este mai eficienta [100]]. Algoritmii Ap sunt super-convergenti, asigurand
o scddere exponentiald a erorii pe care strategiile h— sau p— nu o pot obtine. Asa
cum se vede in Fig. problema L-shape este rezolvata prin rafinarea h cu o
ratd de convergenta de 2/3, prin rafinare p cu o ratd de 5/4, iar prin rafiare hp cu
o convergenta exponentiala:

lu — ulN| < Cel=N"). (3.90)

Prin rafinare hp— se obtin erori relative pentru cAmp de ordinul 107° , adic# sase
cifre semnificative corecte, cu mai putin de 10 000 de necunoscute - grade de
libertate.

In Fig. se reprezintd principiul strategiei de rafinare hp. Alegerea alternativei
optime de rafinare se face folosind o strategie bazata pe indicatori posteriori de
eroare [96]], [36], [31]], [LO8]. Spre deosebire de rafinarea auto-adaptiva de tip h, in
abordarea hp, pe parcursul iteratiilor, gradul p, dar si parametrul A pot sd creasca
sau sa scada (se realizeaza o rafinare locald, sau dimpotriva, o scddere a gradului p
si/sau eliminarea unor noduri, care duce la cresterea lui / si obtinerea unei retele
mai grosiere de discretizare). In [87] sunt prezentate, studiate si comparate nu
mai putin de 13 strategii privind modul in care se aleg rafinirile de tip p sau h. In
Fig. este prezentatd o refea de discretizare rezultatd in urma rafinarii hp, iar
in fiecare element este indicat ordinul p, folosit 1n final.

Importanta aborddrii hp—FEM este ilustratd si de faptul cd in prezent se de-
ruleaza 1n paralel mai multe proiecte de cercetare-dezvoltare a codurilor pentru
aceasta tehnica (http://en.wikipedia.org/wiki/Hp—-FEM):


http://en.wikipedia.org/wiki/Hp-FEM
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Figura 3.16: Convergenta FEM cu rafinare h— (albastru, pentru diferite valori p),
p— (rosu, pentru diferite valori h) si hp— (verde)
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Figura 3.17: Strategia de rafinare hp (http://hpfem.org/hermes2d/
doc/src/tutorial-2.html)

Figura 3.18: Tteratiile 0, 15 si 25 in rafinare adaptiva hp [36]


http://hpfem.org/hermes2d/doc/src/tutorial-2.html
http://hpfem.org/hermes2d/doc/src/tutorial-2.html

* Concepts: C/C++ hp-FEM/DGFEM/BEM biblioteca de functii dedicata
rezolvarii ecuatiilor de tip eliptic, dezvoltat de SAM, ETH Zurich (Elvetia)
(http://www.concepts.math.ethz.ch/);

e 2dhp90, 3dhp90: coduri pentru rezolvarea ecuatiilor eliptice si a ecuatii-
lor lui Maxwell, dezvoltate de L. Demkowicz la ICES, UT Austin - SUA-
(http://hpfem.org/main/links.php);

* PHAML: The Parallel Hierarchical Adaptive MultiLevel Project. Software
de element finit dezvoltat la NIST (National Institute for Standards and Te-
chnology), USA, pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor cu derivate partiale
eleiptice 2D pe calculatoare cu memorie distribuitd si multicore, folosind
rafinare adaptiva a retelei si tehnici multigrid - (http://math.nist.
gov/phaml/);

* Hermes Project: biblioteca de functii C/C++/Python pentru realizarea ra-
pida a prototipurilor de solvere hp-FEM pentru o gama largd de probleme
multifizice stationare sau variabile, dezvoltate la University of Nevada, Reno
(USA) si Institute of Thermomechanics, Prague (Czech Republic) (http:
//hpfem.org/main/);

* PHG: pachet de instrumente pentru dezvoltarea programelor paralele de
elemente finite adaptive, h—, p— si hp-FEM. PHG este dezvoltat la State
Key Laboratory of Scientific and Engineering Computing, Institute of Com-
putational Mathematics and Scientific/Engineering Computing of Chinese
Academy of Sciences (LSEC, CAS, China). PHG opereaza cu retele tetra-
edrale conforme, auto-adaptive, pe sisteme distribuite cu MPI. PHG este
proiectat orientat pe obiecte, ascunzand detaliile privind paralelizarea, per-
mitand utilizatorilor sa se concentreze pe aspectele numerice, folosind con-
cepte abstrace referitoare la retelele de discretizare si elementele finite -
(http://lsec.cc.ac.cn/phg/index_en.htm).

Urmétoarele proiecte si programe au sursele MATLAB disponibile pe net:

* [24] AFEM @matlab este un pachet MATLAB de elemente finite adap-
tive (AFEMs) pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partile 2D stationare
si evolutive. El contine coduri robuste, eficiente si usor de urmarit pentru
modulele constitutive ale unui cod de elemente finite adaptive. Aceste ca-
racteristici sunt avantaje nu numai pentru intelgerea metodei elementului
finit, ci si pentru cercetarea si dezvoltarea ulterioard. Programul a fost reali-
zat in spiritul "Ten digit, five seconds, and one page". Pentru o comunicare
cat mai ugoard si pentru o bund educatie, algoritmii principali au fost scrisi
intr-o singurd pagind, folosind structuri de date compacte si comentarii per-
tinente.


http://www.concepts.math.ethz.ch/
http://hpfem.org/main/links.php
http://math.nist.gov/phaml/
http://math.nist.gov/phaml/
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http://lsec.cc.ac.cn/phg/index_en.htm

» [41] Colectie de rutine, pentru asamblarea, rezolvarea si estimarea erorii la
elemntele finite P2 (patrulatere de ordinul 2). Codul are scop didactic, nu
este optimizat pentru eficienta.

e [40] Calculeaza eroarea elementelor finite, misuratd in normele L, si H*
pentru probleme 2D. Necesuta MATLAB PDE Toolbox.

Programele si proiectele cu elemente finite auto-adaptive si de ordin inalt au o
complexitate mult sporita fatd de cele prezentate in capitolul anterior, dar perfor-
mantele lor sunt mult sporite. Aceasta explicd interesul pentru dezvoltarea unor
baze ierarhice cu proprietiti ct mai bune. In perspectivi, devine tot mai evident
faptul ca alegerea tipului de element finit pentru o aplicatie particulard avansatd
tinde sd devina o problema relativ dificild, pentru rezolvarea cdreia nici macar nu
este necesar un efort de programare, ci unul de infelegere a unor subtilitdfi mate-
matice de nivel tot mai Tnalt.



3.5 Probleme de campul stationar in medii neliniare

Ecuatiile lui Maxwell sunt liniare, dar aceastd caracteristica fundamentala este
pierdutd, dacd adaugam la ele ecuatiile constitutive ale materialelor dielectrice,
conductoare sau magnetice neliniare. Dintre acestea, primele cu care s-au con-
fruntat inginerii interesati in dispozitive electromagnetice au fost materialele fero-
magnetice, folosite Tn constructia masinilor si aparatelor electrice. Relatia dintre
inductia si intensitatea campului magnetic, descrisa de caracteristica de magneti-
zare este Tn cazul acestor materiale una neliniard, prezentand fenomenul de satu-
ratie sau cel de histerezis. Ceva mai tarziu au Inceput sa prezinte un mare interes
jonctiunile din dispozitivele semiconductoare, care au o caracteristicd de conduc-
tie putenic neliniard. S-au pus astfel bazele unei noi directii de cercetare, si chiar
a unei noi discipline, cea de modelare si simulare numericd a dispozitivelor se-
miconductoare [Vasileska 08], a carei interactiune cu modelarea electromagnetica
este reprezetatd schematic in (Fig. [3.19). Ce este specific acestei discipline este
mai ales modelarea fenomenelor de transport a purtdtorilor de sarcind, care poate
fi facuta clasic, semi-clasic sau cuantic (Fig. [3.20). Trebuie remarcat ca aceastd
disciplind are un putermnic caracter multifizic, Tn modelare intervenind nu numai
ecuatiile de transport ci si cele electromagnetice si de multe ori si cele termice
[Holst01], [Holst03]. in Fig. i fig. sunt prezentate cateva imagini re-
prezentative pentru rezultatele privind simularea dispozitivelor semiconductoare.
Acest subiect excede nivelul prezentului document.
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Figura 3.19: Descrierea schematica a simularii dispozitivelor

[Vasileska 08]
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Figura 3.20: Ilustrarea ierarhiei modelelor de transport [Vasileska 08]
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Figura 3.21: Rezultatele simularii unui senzor Hall semiconduc-
tor (http://www.silvaco.com/products/vwf/atlas/3D/

magnetic3D/magnetic3D_br.html)

Figura 3.22: Retea de discretizare cu elemente finite a unui dispozitiv semicon-
ductor [microport.com.tw]
3.5.1 Probleme cu caracteristica de magnetizare neliniara

Subiectul de interes este modelarea campului magnetic Tn medii cu caracteristica
de magnetizare neliniara. Folosirea elementelor finite pentru modelarea masinilor


http://www.silvaco.com/products/vwf/atlas/3D/magnetic3D/magnetic3D_br.html
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electrice, considerand neliniaritatea magnetica a fost subiectul unei teze cu carac-
ter de pionierat in acest domeniu, inca din anii 70 [66], dar si a unei serii de carti
si articole, dintre care mentionam [112]], [106]], [19],

[L1], [114]. Progresul este ilustrat de difernta dintre teza din 1970 si o tezd de
doctorat recentd [23], dar si de articole recente, din acelasi domeniu [84]], [117],
(571,

[42]. Acest progres ca si cel realizat in modelarea dispozitivelor semiconductoare
are mai multe aspecte:

* cunostintele de fizicd, in special cele care se referd la modelarea materia-
lelor neliniare, mergand pand la modelele microscopice, semi-clasice sau
cuantice (cum este descrierea dinamicii de magnetizare prin ecuatia LLG);

* cunostinte de matematici aplicate si metode numerice, care au pus bazele
unor teorii complexe si consistente, ce stau la baza algoritmilor numerici si

eqe v,

* dezvoltdrile tehnologiei informatiei, atit din punct de vedere hardware (le-
gealui Moore (http://en.wikipedia.org/wiki/Moore’ s_law)
care, a dus la cresterea exponentiala atat a capacitdtii de memorare, cat si
a vitezei de calcul, performantele sistemelor de calcul crescand fenomenal,
la un nivel de neimaginat), cat si din punct de vedere software, prin desco-
perirea unor algoritmi fundamentali de mare eficientd [34], care au dus la
o crestere a vitezei de calcul mult mai mare decét cea descrisad de legea lui
Moore (pana la de 25 de ori mai mult, conform [[75] [129]]).

Din punctul de vedere al materialelor feromagnetice moi sau dure, modelele lor
computationale neliniare se clasifica in:

* modele izotrope neliniare, la care B si H sunt coliniare, caracteristica de
magnetizare fiind descrisd de o functie definitd pe semiaxa reald: B =
f(H), cu f : R" — R*, care exprimi relatia dintre modulele celor doi
vectori Hsi B = u(H)H,cup=1/v = f(H)/H,;

* modele neliniare anizotrope, descrise de caracteristica vectorial de mag-
netizare B = f(H), cu f : R® — R3;

* modele dinamice de magnetizare neliniara, in care intre B(t) : (tmin, tmax) —
R3 si H(t) : (fmin, tmax) — R? intervine un operator integro-diferential,
consecintd a ecuatiei diferentiale neliniare dB/dt = F(B, H);

» modele de histerezis, descrise de relatia neliniara B = F'(H), in care de
aceastd datd F : R? X (tmin, tmax) — R® X (fmin, tmax) €Ste un operator,


http://en.wikipedia.org/wiki/Moore's_law

care face sd corespunda unui semnal ce descrie variatia in timp a intensitatii
campului magnetic un alt semnal de iesire, ce descrie variatia Tn timp a
inductiei magnetice.

Cel mai simplu model neliniar este cel afin: B = f (H) = zH + B,, definit de
tensorul permeabilititilor 7z si de inducfia remanenetd (sau echivalent de magne-

tizagia permanenta M, = B, /110). Acest model util in caracterizarea materialelor
magnetice dure (magnetilor permanenti) poate fi scos din aceastd discutie, deoa-

rece, asa dupd cum s-a vazut anterior, el genereaza ecuatii liniare pentru campul
magnetic, in care B, este sursa de camp.

Modelarea fenomenului de histerezis este un domeniu stiintific compelx, care s-

a dezvoltat mult in ultima perioadd (http://en.wikipedia.org/wiki/

Hysteresis). Dintre modelele de histerezis, cel care oferd o precizie accepta-

bild pentru multe dintre aplicatiile actuale este modelul Preisach (http://en.

wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_ hysteresis), darexistd
si modele mai simple, la care precizia totusi are de suferit.

Pentru inceput vom considera cazul mai simplu al problemei analizei campului.

In conditii destul de largi pentru caracteristica de magnetizare B = f (H), deci
implicit pentru permeabilitatea staticd p (H) = B/H sau pentru reluctivitatea
magneticd v (B) = 1/u = H/B, multe din ecuatiile si relatiile din cazul liniar se
mentin valabile si Tn cazul neliniar, cu modificdri minore.

Ecuatiile fundamentale ale regimului magneto-stationar au 1n acest caz forma lo-
cala:

¢ Teorema Gauss: divB =0 & VB = 0;
* Teorema lui Ampere: rotH=J < V xH = J;
* Ecuatia constitutivd: B = y(|H|)H < H = v(|B|)B.

Caracterul solenoidal al inductiei magentice permite definirea potentialului mag-
netic vector:

B = rotA, (3.91)

care vom presupune cd satisface conditia de etalonare a lui Coulomb:
divA = 0. (3.92)

In consecinti ecuatia de ordinul doi satisficuti de acest potential este:
rot(v(|B|)rotA) =J & V(v (|V x A|)VA) =17, (3.93)

in care atit reluctivitatea v = f(B,r) cét si densitatea de curent J = ¢(r) sunt
descrise de functii cunoscute, pentru orice punct din domeniul de calcul r € ).
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De reguld, domeniul 2 este alcatuit dintr-un numadr finit de subdomenii omogene
Q;, 1 = 1: n,in fiecare dintre acestea, caracteristica de magnetizare deci implicit
si reluctivitatea v = f;(B) sunt independente de punctul r € ;. La ecuatiile
satisfacute de camp se adauga urmadtoarele conditii de frontiera nule:

* B(r) -n=0pentrur € Sp;
* H(r) xn=0pentrur € Sy,

dar care pot fi si doua functii nenule b : Sy — R, h : Sy — R2, definite pe
cele doud suprafete Sp si Sy, care alcdtuiesc o partitie disjunctd a frontierei X =
00 = Sp U Sy. Aceste conditii de frontierd se exprima in termeni de potential
astfel:

* (VXA(r))-n=0pentrur € Sg;
* VA(r) xn=0pentrur € Sg.

Prima conditie se inlocuieste de regud cu una aparent mai tare:
* A(r) xn=0pentrur € Sg,

dar se demonstreazd ca in conditii destul de largi cele doud conditii sunt echiva-
lente [23]].

Functia care genereazi neliniaritatea este caracteristica de magnetizare f : RT™ —
R* cu B = f(H), o functie care indeplineste urmitoarele conditii:

* f este continud si derivabild cu py < f/(s) < oo pe intregul domeniu de
definitie s > 0;

* f are valoarea f(0) = 0;
e derivata sa f'(s) — po , atunci cind s — co.
In consecinti, aceastd functie are urmitoarele proprietiti [23]]:

* este puternic monoton crescatoare:
(f(s) = f(0)(s —t) < po(s — 1), Vs,t >0 (3.94)
* derivata sa f’ este continud si marginita inferior si superior

po < f'(s) < L < oo, Vs > 0; (3.95)

* f este lipschitziana cu constanta L;



e f este bijectivd si deci If 71 : RT — R, cu H = f~(B);
e derivata inversei f~! este continud si marginitd inferior si superior

m=1/L<fV(s)<wvy=1/p < 00,Vs > 0; (3.96)
* v(s) = f~1(s)/s este bine definitd, este continud si marginiti
m < v(s) <, Vs> 0; (3.97)

* v(-) este pe R™ o functie puternic monoton crescitoare, cu constanta de
monotonie m si lipschitziand, cu constanta vj.

3.5.2 Probleme magnetostationare plan-paralele

Sd consideram acum cazul particular al problemelor magnetostationare plan-
paralele 2D, cu 2 C R2, in care densitatea de curent J este orientata axial, si Tn
consecintd, potentialul magnetic vector A = kA(z,y) va avea si el componente
trasversale nule, iar ecuatiile regimului capata forma:

B(z,y) =iB,(z,y) + jBy(z,y) = rotA(z,y) =

i 5k
= 8/08x a/oay 8{32 = (3.98)
oA o
~ Yoy Yo
ik
J=kJ(z,y) =rotH=| 0/0x 0/0y 0/0z | =k 0H, _0H, .(3.99)
H H 0 Ox dy
z y

Pentru a simplifica scrierea, am notat aici cu A(x,y) si cu J(x,y) componenta
axiald (dupa axa Oz) a potentialului vector si respectiv a densitdtii de curent. Intre
aceste doua functii scalare existd relatia:

0H, OH, 8(vB,)

T y) = Ox Ay T o (3.100)
_OWwB;)  O0WwoA/ox) O(wdA/dy) '
oy ox dy

care este de fapt o ecuatie Poisson generalizatd scalard:

—div [v(|grad A]) grad A] = J, (3.101)



2
deoarece B = |B| = |rotA| = \/(%) + (%)2 = |grad Al.

Conditiile pe frontiera pe I' = 9€2 = C'z U C'y capatd forma simplificata:
* A(r) = 0 pentru r € Cp, adica o conditie Dirichlet nula i

dA(r)
dn

= 0 pentru r € ('y, adicd o conditie Neumann nula.

Pentru a aduce aceasta problema la o forma variationald, vom considera spatiul
Sobolev Vi = {u € H'(Q),u(r) = 0 pentrur € Cz cu Cp de masurd nenuld },
cu produsul scalar (u,v)y, = fQ Vu - VudS si cu norma energeticd indusa de
acesta: |ul? = (u,u)y,.

Multiplicand ecuatia (3.101)) cu o functie arbitrard din Vj si integrand pe €2, re-
zulta:

— / V v (|Vu]) Vu] vdx =
? (3.102)
= / Vv (|Vu]) VuVudx — Vv (|Vu]) (Vu - n) vds,,
Q 00

in care dx = d.S este elementul de arie al domeniului plan §2.
Deoarece v = 0 pe Cp si du/dn = 0 pe Cy, rezultd cd integrala de pe frontierd se
anuleaza si problema are urmatoarea formulare slaba, obtinuta prin anularea pro-
iectiei Galerkin a reziduului pe spatiul Vp: cautau € Vj : a(u,v) = f(v), Yv € 1}

9

cu
alu,v) ::/Qu(yvuy)vu-vmx (3.103)

si
flv) = /Q Judx. (3.104)

Aceastd problema este bine formulatd, adica are solutie, aceasta este unica si de-
pinde continuu de .J, conform teoremei lui Zarantonello, cunoscuta si sub numele
de extensia neliniard a teoremei Lax-Millgram, care are urmatorul enunt:

Fie V un spatiu Hilbert, F' € V*, dualului sdu si A : V' — V* un operator neliniar
care indeplineste conditiile:

A este puternic monoton: 3C > 0 al. (A(u) — A(v), u —v) > Cllu —
vy, Yu,v €V,

o Aete lipschitzian: ¢ > 0 ald. [|[A(u) — A(v)||v+ < cl|lu — vy, Vu,v € V,
aunci ecuatia operatoriald A(u) = F are solutie unicd u* € V.



In cazul nostru, operatorul A : V — V* este definit de a(u,v) = (Au, v) si
functionala F' de (F,v) = f(v).

Demonstratia acestei teoreme este constructiva si se bazeaza pe teorema de punct
fix a lui Banach [23]]. Cele doua conditii impuse operatorului A sunt indeplinite,
datoritd proprietdtilor carcterisiticii de magnetizare v (se demonstreaza cad cele
doud constante au valorile C' = m = 1/L si ¢ = 3uy).

S-a ardtat Tn medii liniare, ca orice problema variationald eliptica, simetricd este
echivalenta cu una de minimizare. Aceastd afirmatie se poate extinde si Tn cazul
nostru neliniar, dacd vom considera functionala de energie, ce trebuie minimizatd
ca fiind definita de relatia:

J(v) :/ng(\Vdex— (F.0), (3.105)

in care functia ¢ : Rt — R este definiti de

o(s) = /8 v(t)tdt. (3.106)
0

Remarcam ca valoarea functiei ¢ pentru un camp magnetic de inductie B este
egala cu densitatea de volum a energiei sale magnetice:

go(B)—/OBu(b)bdb—/OBf(b)db. (3.107)

In aceste conditii, derivata Fréchet a functionalei

Vo]
J(v) = / F(bYdb— Juv | dr (3.108)
Q 0

este J'(v) = A(v) — F si se anuleazd pentru solutia ecuatiei A(v) = F. Mai
mult, dubla derivata J”(v) = A’(v) este un operator liniar pozitiv definit, pentru
Yv € Vj, deci functionala J este convexa si minimul sdu este un minim global in
Vo.

Acum avem pregatite toate conditiile pentru a putea ataca rezolvarea numericd
a problemei cu metoda elemetului finit. Pentru aceasta vom utiliza un subspa-
tiu finit dimenional V;, C Vj, subspatiu generat de functiile de baza nodale ¢ cu
1 = 1... NNy, asociate unei triangulatii 7, a domeniului €2. Problema discreta se
formuleazi astfel: cautd uy, in V}, astfel incat: a(up, vy) = f(vp), Yo, € V.

In cazul elementelor finite conforme, buna forulare este mostenita de la problema
continud, in consecintd si problema discretd are solutie si aceasta este unica.
Raméne sd mai demonstram, Tn baza unei teoreme de convergentd, cd aceasta so-
lutie numerica tinde cdtre solutia exactd, atunci cand norma triangulatiei h — 0.



In realitate, si de aceastd datd functionale a(.,.) si f(.) nu se calculeazi exact, ci
doar aproximativ, folosind formule de cuadraturd numerica:

Nt
Qro=> > wro(zr) = /Q ¢(x)dz, (3.109)

Tel i=1

in care ¢ este functia de integrat, z7, sunt puncte din interiorul elementului 7; iar
wr, sunt ponderile specifice metodei de integrare numerica folositd, care indife-
rent de metoda satisfac conditia:

Nt
> wr, = measT. (3.110)
=1

Formula de cuadraturd este exactd nu numai pentru ¢ = 1 ci si pentru polinoamele
de grad 2ky — 2:

/qudx = Qr,[¢] (3.111)

pentru
Ol € Poryp—2(T), VT € T, (3.112)
In realitate, datoriti cuadraturii numerice, se rezolvi problema aproximativi: caui
up € Vi ad. ap (up, vp) = (Fp,vn), Yo, € Vi, (3.113)

in care
(Fhvn) = O [f - vn] = /Qf - opdx (3.114)

ap, (uh, ’Uh) = Q'Th [17 (|Vuh\) Vuh . V’Uh] =

3.115
= / v (|Vup|) Vuy, - Vupdx. ( )
Q

Conform lemei lui Strang pentru probleme neliniare, in conditiile teoremei lui
Zarantonello, eroarea solutiei problemei discrete aproximative are eroarea [23]]:

L
o =il < g, | (14 2 o = ol +

Vi
1 a(vp, wp) — ap(vy, w
+ — sup [a(vn; wn) = an(on, wn)l (3.116)
m wyev, Hwh“Vh
1 F—F
LI K h,wh)|7

m wyev;, “whHVh



care in cazul problemei magnetostationare neliniare are expresia:
% *
[ = uhllv <

: 3V, . 1 - (3.117)
< inf [ (1 20) 1o =l + s lts) = 266 ol

v EVY v v s>0

in care 7/(s) este aproximarea numericd a lui v(s).
Eroarea pe care o are proiectia solutiei exacte pe spatiul V}, este

1/2

w = JJw| <Cr ) (3.118)
h 1

TET,

in care 1 + « este gradul minim al polinoamelor functii de bazd pentru elemen-
tele finite. Aceastd relatie demonstreaza convergenta solutiei numerice catre cea
excatd, atunci cand h — 0.

Teoria prezentatd poate fi extinsa la cazul 3D, pentru rezolvarea problemelor tridi-
mensionale de regim magnetic stationar in medii neliniare, numai cd in acest caz
trebuie folosite elementele de muchie pentru a discteriza operatorul de derivare
spatiala rot-rot.

Pentru a intelege principiul rezolvarii numerice a acestei probleme ar mai trebui
dicutat modul in care se rezolva sistemul neliniar de ecuatii algebrice

an(un, vn) = f(vn), (3.119)

N
in care uy, si v, = Y N;¢;(x), cu ¢; functiile de bazd si N; gradele de libertate
=1

ale problemei.
Doua sunt metodele cele mai des intdlnite in practicd pentru rezolvare a acestui
sistem algebric neliniar:

* metoda punctului fix, [78];
¢ metod Newton [[66]], [[117].

Ambele sunt metode iterative, prima cere un efort mai mic de calcul la fiecare
iteratie, dar este Tn principiu mai lent convergentd, In timp ce a doua metoda este
mai rapid convergentd, dar necesitd la fiecare iteratie calculul matricei jacobian a
sistemului de ecuatii neliniare ce este rezolvat. Din pacate, chiar daca este mai ra-
pid convergentd, metoda Newton nu este garantat convergentd, decat in conditiile
in care initializarea este suficient de aproape de solutia finald a sistemului neliniar.
Metoda punctului fix, chiar dacd este lent convergentd, are avantajul ca iteratiile
ei sunt garantat convergente, in conditii destul de largi. Un alt avantaj major al



metodei punctului fix constd in faptul ca se poate aplica materialelor cu histerezis
magnetic, in timp ce metoda Newton nu este potrivitd pentru astfel de materi-
ale. In literatura se intdlnesc mai multe amendamente aplicate acestor metode sau
combinatiei lor [78]], de exemplu , se recomanda folosirea suprarelaxarii pentru a
accelera metoda punctului fix, folosirea subrelaxarii pentru a obtine convergenta
metodei Newton, evaluarea aproximativd sau sporadica (nu la toate iteratiile) a
matricei jacobian, pentru a reduce efortul de calcul pe iteratie, cerut de metoda
Newton [66] si Tncd multe altele. Una dintre aceste tehnici de robustificare a so-
lutiondrii problemelor puternic neliniare de mari dimensiuni este cea a aborddrii
pseudo-tranzitorii, Tn care problemele stationare neliniare se rezolva prin simulare
tranzitorie fictiva, citre starea finala stationara.

3.5.3 Metoda punctului fix al polarizatiei

Descompune ecuatia constitutivd in doi termeni:
B=fH)=puH+IH) = I=B-yH=B - uf '(B) = f3(B)(3.120)

unul liniar caracterizat de permeabilitatea "de calcul" y si altul neliniar, descris de
polarizatia magenticd I = fz(B). Acesta este motivul pentru care aceasta metoda
de rezolvare iterativd se mai numeste si metoda de punct fix a polarizatiei, sau
pe scurt metoda polarizagiei. Metoda se bazeaza pe teorema punctulu fix al ui
Banach (http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_
theorem), conform céreia ecuatia de punct fix z = F'(x) are solutie si aceasta
este unica, in conditiile in are aplicatia /' : X — X, definitd pe spatiul Banach X
cu distanta d(., .) este o contractie, adica indeplineste conditia:

d(F(z), F(y)) < qd(z,y), cug <1, Vz,y € X. (3.121)

In spatiile normate conditia (3.121) devine || F(z) — F(y)| < q||z — y||, aplicatia
F trebuie sa fie lifschitziand, cu constanta subunitard. Solutia ecuatiei de punct
fix este limita sirului

xo, 1 = F(x0), 00 = F(x1),..., 2511 = F(xg),... — a7, (3.122)
in care distanta dintre doi termeni succesivi:
d(xp41, w) = A(F (2r), F(25-1)) < qd(an, 2p-1) < ¢ (2, 20), (3.123)

tinde citre zero, iar limita =* satisface ecuatia z* = F'(z*). Rata de convergentd a
procedurii iterative este daté de relatia: d(F(z), F(z*)) < d(z1,70)¢"/(1 — q).
Cu cat constanta g este mai micd, cu atat sirul de iteratii este mai rapid convergent.
Pentru a construi solutia problemei de camp 1n acest fel, ar trebui ca ecuatiile
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campului sa fie aduse sub forma unor ecuatii de punct fix, cu operatorul F' o
contractie. Procedeul iterativ corespunde rezolvarii succesive a unor probleme
liniare, fictive de camp, 1n care constanta de material nu se modificd si are valoarea
p "de calcul", iar sursele sunt, pe 1angd cele reale si polarizatia magnetica care are
distributia I, (By), calculata la fiecare iteratie, in functie de inductia magnetica
generatd de polarizatia magneticd de la itertia anterioard. Metoda punctului fix
al polarizatiei porneste de la o distributie arbitrard a polarizatiei I, si parcurge
etapele:

IU — B1 = FEM(IQ) — Il = fB(Bl) =

3.124
:Bl—,uf_l(Bl)—>B2:FEM(Il)—>Ig ( )

in care s-a notat cu F'E'M (I) solutia problemei de cAmp magnetic stationar calcu-
latd cu FEM sau cu orice altd metodd numericd sau analiticd, iar cu f~1(.) caracte-
ristica de magnetizare H — B a mediului neliniar. Iteratiile se opresc, atunci cand
variatia relativd a polarizatiei: € = ||I,, — L,11||/||/I. + L.41|| are valori acceptabil
de mici.

In general, laiteratia k : I, = B,—uf ~'(B),) = FEM (I_,)—pf " (FEM(I;,_)),
care la limitd tinde citre ecuatia de punct fix: I = FEM(I) — uf *(FEM (1)),
in care operatorul F'(.) = FEM(.)—puf " (FEM(.)) = Fg(FEM(.)) = Fg(.)o
FEM(.) este obtinut prin compunerea a dou aplicatii, una neliniara I = F3(B) =
B — uf~1(B), care presupune trecerea prin caracteristica inversd de magnetizare,
in vederea calcularii polarizatiei magnetice 1n functie de inductia magnetica ("in-
trarea" se face prin B) si alta liniard B = F'EM(I), care presupune rezolvarea
ecuatiilor cAmpului magnetic stationar, in mediul virtual cu permeabilitatea u, si
care are polarizatia magnetica I, sursa de camp.

Aplicatia F 5 este o contractie: |Fz(B’) — Fg(B")|| < ¢||B’' — B”|, VB/,B"” €
(L*(Q))3, cu ¢ = 1 — o/ pimax> dacd permeabilitatea de calcul este aleasd astfel
incat 0 < pt < 2f4max, 1N CAT€ [iyayx €Ste permeabilitatea dinamicd maximad , adica
valoarea maxima a derivatei functiei B = f(H), pentru H > 0

[56]. Valoarea optimd a permeabilititii de calcul este ftopt = 2fminfmax/ (omin T Hmax)s
in care i, = o este permeabilitatea dinamicd minima. Cum si aplicatia F'E M ()
este neexapnsiva in spatiul L?(£2), rezulti ¢ procedura de punct fix al polarizatiei
este convergenta cdtre solutia exacta a problemei de camp [78]].

Avantajele metodei punctului fix al polarizatiei sunt urmétoarele:

* metoda este robustd, deoarece ea este convergentd pentru orice caracteris-
ticd de magnetizare strict montona si lipschitziand, chiar si daca aceasta are
puncte de inflexiune;

* nu sunt necesare calcule preliminare pentru a alege punctul de start, deoa-
rece metoda este convergentd, pentru orice initializare;



* la fiecare iteratie se rezolva o problema liniard de camp, in care se modi-
ficd doar sursele, nu si caracteristica mediului, ceea ce face ca matricea de
rigiditate, calculatd inifial sa ramana neschimbata pe parcursul iteratiilor;

* nu sunt impuse restrictii sau conditii suplimentare caracteristicii de magne-
tizare, in consecintd, aceasta poate fi aproximata liniar pe portiuni.

Metoda trebuie aplicatd cu grija, pentru a indeplini conditiile de convergentd. De
exemplu, aproximdri nemonotone ale caracterisiticii de magnetizare (cum sunt
polinomiale cu efect Runge), sau intrarea in caracteristica de magneitzare prin H
in loc de B, respectiv rezolvarea problemei liniare de camp cu erori, care fac al-
goritmul expansiv, pot duce la sciderea vitezei de convergentd, sau si mai grav, la
pierderea totald a convergentei.

Rezolvarea la fiecare iteratie de punct fix a problemei de cimp cu metoda elemen-
telor finite, nici macar nu necesitd dezvoltari teoretice pentru ecuatii neliniare,
deoarece, de fapt, se rezolva o problema liniard, virtuald, cu permeabilitate "de
calcul" constantd, cu valoarea optimad ji.p¢. Singurul dezavantaj al acestei metode
este convergenta sa lentd. In compensatie, efortul de calcul la fiecare iteratie este
relativ mic, astfel incat performanta metodei nu trebuie judecatd dupd numarul de
iteratii ci dupd efortul de calcul necesar atingerii unei solutii acceptabile.

3.5.4 Metoda iterativa Newton

Metoda Newton urmdreste realizarea unei rate de convergentd sporita (patratica in
vecindtatea solutiei). Pornind de la relatiile obtinute prin proiectie:

/ a(u)Vu - Vudx = / flwvdx,Vi=1,2,--- /N (3.125)
Q Q

in care a(u) = v(|Vul|), iar

N
u(y) =y (3.126)
j=1

se exprimd in functie de componetele vectorului gradelor de libertate:
Y = [y1, o, ..., yn]| rezulti sistemul de ecuatii neliniare:
f(y) =0, (3.127)

in care

f=(fi, far-- s fn)© (3.128)



cu
fily) = / a(u)Vu - Vu; — f(u)v;dx. (3.129)
Q

Matricea jacobian J a acestui sistem de functii are elementele:

OF; da Ou oVu af ou
Jis = = / [——Vu—i— alu -Vv; — =——uv;dx (3.130
i) 0y; o | Ou 0y, () y; Ou 0y, ( )
1n care

ou
— =V, 131
9; vj; (3.131)

oVu
= V.. (3.132)

(9yj J

In consecintd, matricea J are aceeasi structuri de raritate ca matricea de rigiditate
din cazul liniar.

Sd presupunem cd au fost calculate elementele matricei jacobian, iteratiile spe-
cifice metoadei Newton se fac dupa relatiile (http://en.wikipedia.org/
wiki/Newton’ s_method), [117]:

Vi1 =Yn — I (ya) £ (¥a), (3.133)

In realitate, nu se inverseazd matricea jacobian, ci la fiecare iteratie se rezolva
sistemul liniar:

si se efectueaza pasul y,,,1 = y,, + 0y,.1. Iteratiile continud pana cand vectorul
rezidului f(y,,) are norma suficient de micd. Principalele deosebiri care apar in
impelementarea metodei Newton, fatd de cazul liniar constau in:

* la asamblarea matricei de rigiditate, se tine cont de solutia de la iteratia
anterioard si de permeabilitatea dinamicd a mediului magnetic neliniar din
element;

* termenul liber tine cont si el de solutia de la iteratia anterioara;

* calculele se reiau iterativ, pAna cind corectia 0y, 1 sau reziduul f(y,) au
norma neglijabila.
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In cazul liniar f(y) = J(y)y — b, cu S = J(y) matricea constanti de rigiditate
si b vectorul surselor. Sistemul rezolvat la iteratiile Newton devine: S -y, 11 =
J(yn)yn — J(¥n)yn + b = b, deci metoda Newton converge in cazul liniar intr-o
singurd iteratie.

Asamblarea matricei de rigiditate liniarizate poate fi simplificatd, daca se consi-
derd ci v depinde de B2 si nu de B [6]. in [23] se arata ca operatorul Newton
A’ 1 Vo — V*, definit de derivata Frechet a operatorului nelinar (reprezentat in
cazul discretizat prin matricea jacobian):

(A(u),v) = /Ql/(|Vu|)Vu - Vudz (3.135)

este coerciv si marginit cu constantele:

(A'(w),v) = mu[Jvlly,

Vu,v,w €V (3.136)
| (A (u), v} | < 3wollvllvs lwllv ’

Cu aceste notatii, iteratiile Newton pentru rezolvarea sistemului neliniar A(u) = f
au forma:

-1
Wt = (A ()] (A (W) - f) (3.137)
in care elementele matricei jacobian, de rigiditate dinamica se calculeaza cu:

a'(u;w,v) = (A" (u) w,v) =
V' ([Vul)

Vi (Vu - Vw) (Vu- Vo) dz, (3.138)

= / v (|Vu|) Vw - Vo +
Q
u € Vy, pentru Vu # 0,
si

a(u;w,v) = (A" (u) w,v) = / O Vw: Vo dx, (3.139)
g :

u € Vy, pentru Vu = 0.

Conditiile de convergenti ale metodei Newton sunt discutate in [23]]. In vecinita-
tea solutiei, metoda Newton are convergenti pitraticd. In Fig. se reprezinta
modul in care converg cele doud metode in rezolvarea problemei de test TEAM
Nr.10 (Fig. [3.24), 3D, neliniard de regim magneto-stationar, dar aga cum am preci-
zat anteror astfel de comparatii nu au relevanta prea mare, pentru ca nu evidentiaza
timpul de calcul.
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Figura 3.23: Convergenta metodelor Newton si a punctului fix [78]]

Figura 3.24: Problema de test TEAM 10 si reteaua ei de discretizare cu MEF [78]]

In aceasti problemi s-au rezolvat ecuatiile de ordinul intai ale regimului:
VxH=J, VB=0,H=vB +1, (3.140)
cu conditiile de frontiera:

Hxn=0, pe Sy

3.141
B-n=0, pe Sp ( )
Acestea au fost rescrise in functie de potentialul magnetic vector astfel:
Vx[WVxAl=J-VxI (3.142)
cu conditiile de frontiera
V'WWXA+Ixn=0, pe S
| | pe o (3.143)

nx A =0, pe Sg.



Adaugarea condifiei de etalonare Coulomb pentru potentialul magnetic vector:
VA = 0, in vederea unicitdtii acestuia a condus la modificarea atat a ecuatiei:

Vx[WVxAl-VYV-Al=J-VxI, (3.144)
cat si la addugarea unor noi conditii de frontiera:

A-n=0, pe Sy,

3.145

vVA =0, pe Sp. ( )
Aceste ecuatii conduc la urmédtoarea forma slabd a problemei:
/ (VX W[V x A+ VW [VVA]) dQ =

@ (3.146)

—/W-JdQ—/VxW'IdQ.
Q Q

Problema se poate rezolva si fard impunerea conditiei de etalonare, dar atunci ea
are urmatoarea forma slaba:

/VXW[VVXA] dQ =

@ (3.147)

:/VXW-TdQ—/VxW-IdQ,
Q Q

in care T este potentialul vector al densitdtii de curent: J =V x T.
Urmétoarele fuctionale de energie se minimizeaza in timpul iteratiilor neliniare:

F(A) = l/ (vIV x AP + v [VAJ?) dQ—

2 (3.148)
—/A-JdQ—i—/VxA-IdQ,
Q Q
pentru rezolvarea problemei etalonate, respectiv ne-etalonare:
F(A) = %/uyv x A|* dQ—
¢ (3.149)

—/VxA-TdQ+/VXA-IdQ.
Q Q

Acestea sunt chiar ecuatiile rezolvate, in metoda punctului fix a magnetizatiei
(duala metodei polarizatiei). In schimb, Tn metoda Newton se rezolva la fiecare
iteratie sistemul liniarizat de ecuatii generat de forma slaba:

/VXW[VVX(A+AA)] dQ =

OH (3.150)
Z/VXW-TdQ—/VXW[I—i—(——V)VXAA} dQ,
Q 0 8B



in care A A este corectia iteratiei anterioare, solutia sitemului liniar, 0 H /0B este
reluctivitatea dinamicd pentru campul corespunzdtor iteratiei anterioare. Vectorii
I'si A sunt solutia de la iteratia anterioard. La prima iteratie se presupune cd A =
0,I = 0, deci 9H/OB se calculeazi in origine si se noteazd cu v, care rimane
constant pe toate iteratiile. In acest fel, prima iteratie este de fapt o iteratie de punct
fix. In consecinti, in metoda Newton imbunitititi, pentru sporirea robustettii, la
fiecare iteratie se parcurg pasii:

* se genereaza sistemul de ecuatii liniarizate si se rezolva, calculandu-se AA;

e dacd F'(Ags1) < F(Ay), atunci se calculeazd noul potential vector: Ay =
A+aAA, cu o = 1, altfel se determina factorul de subrelaxare o € (0, 1),
care minimizeaza aproximarea parabolici a functiei de o : F'(Ay + aAA);

* se calculeazd in fiecare element B = V x A H = f~!(B), relucitvitatea
dinamicd OH /0B si polarizatia magnetici I = H — vB;

* se calculeaza functionala de energie si daca nu este indeplinita conditia de
oprire:

<10 (3.151)

se reia procesul iterativ.

Procesul iterativ devine unul de punct fix, dacd reluctivitatea dinamica si implicit
matricea jacobian se estimead doar la prima iteratie.

Deoarece fenomenul de histerezis are prin excelentda un caracter dinamic, mode-
larea lui va fi discutata in capitolul urmator dedicat problemelor evolutive.

3.6 Rezolvarea problemelor de camp variabil in timp

Variatia in timp a campului electromagnetic intervine in mai multe regimuri, cum
sunt MQS, EQS sau ED. Problemele intédlnite in aceste regimuri se clasifica in
patru mari categorii:

* probleme de regim tranzitoriu, in care solutia variazd in functie de timpul ¢,
care apartine intervalului de interes (¢in, tmax ), $i in care se alege de obicei,
in mod conventional ¢,,;,, = 0;

* probleme liniare in regim armonic, in care marimile variazd sinusoidal 1n
timp, cu frecventa comuna, si care se rezolva prin reprezentare in complex;



» probleme de regim periodic permanent nesinusoidal, Tn care solutia este
functie de periodica de timp, cu perioada 7';

* probleme de valori proprii, in care intereseazd determinarea frecventelor de
rezonan{a si a modurilor proprii de rezonanta ale dispozitivelor de micro-
unde (cavitdti rezonante).

Aceste categorii de probleme se deosebesc fundamental, deoarece formularea, dar
si metodele de rezolvare sunt total diferite. Doar problemele periodice se reduc,
fie la rezolvarea problemeleor armonice, fie la probleme tranzitorii. Indiferent de
tipul problemei, analiza poate fi facuta fie Tn domeniul timpului, fie in domeniul
frecventei.

3.6.1 Campuri reprezentate in complex

S-a constatat anterior ca dupa reprezentarea in complex, sau 1n opreational, prin
transformata Laplace, ecuatiile de ordinul doi satisfacute de potentiale, dar si de
componentele campului devin ecuatii cu derivate partiale de tip Helmholtz com-
plex. Ele pot fi scalare (de tip div-grad) sau vectoriale (de tip rot-rot). Ecuatiile
care initial erau de tip parabolic sau hipebolic, acum au devenit de tip eliptic, iar
timpul a dispdrut din ele ca variabild independenta, si inclusiv toate derivatele par-
tiale fata de el. Aceste ecuatii liniare se rezolvd cu metoda elementului finit, la fel
cum sunt rezolvate ecuatiile cu derivate partiale de tip eliptic, Lapace, Poisson sau
formele lor generalizate. In cazul ecuatiilor scalare se pot folosi elementele finite
nodale, iar in cazul vectorial sunt recomandabile elementele de muchie. Singura
deosebire este cd acum solutia este complexa si nu reald, iar functionala biliniara
devine o formd sesquiliniard. Trebuie sd remarcam ca aceastd abordare se poate
aplica nu numai campurilor cu variatie armonica in timp ci si la modelarea dis-
pozitivelor liniare, Tn care cAmpul are o variatie in timp de forma mai complicata.
De axemplu, acesta poate avea o variatie periodici fati de timp. In acest caz se
foloseste descompunerea 1n serie Fourier, iar atit componentele solutiei ntr-un
punct cat si componentele surselor, 1n loc sd fie numere reale, se reprezinta printr-
un sir de numere complexe (ceficientii seriei Fourier). Pentru fiecare armonica
se rezolva o ecuatie de tip Helmholtz, corespunzatoare frecventei respective. Bi-
neinteles ca se trunchiazd seriile la un numar finit de termeni, urménd ca ceilalti
termeni, cu frecvente in afara zonei de interes s fie neglijati. Reprezentérile ope-
rationale Tn complex se pot aplica si unor variatii Tn timp mai generale. Aplicand
transformata Fourier (mai ales in varianta ei discretd sau rapidd - FFT, care este
foarte eficienta din punctul de vedere al costului de calcul) sau transformata La-
place (mai exact aproximarea ei discretd, obtinuta prin cuadraturi numeriece ale
relatiilor de definitie sau de transformatd inversd) se pot rezolva probleme liniare



ecare frecventd, din cele care alcdtuiesc reteaua de frecvente discrete, ecuatiile se
rezolva exact la fel cum s-au rezolvat ele in cazul campului cu variatie armonica
in timp, reprezentat in complex [68]].

In literaturi se intdlnesc multe exemple de analizi cu elemente finite a cAmpului
variabil armonic in timp, reprezentat Tn complex, mai ales in regimul MQS si Tn
cel general variabil ED [12], [13]],

[L4]], [19], [114], [11], [39], [90], [132], [99] , [104]], [63] pentru rezolvarea pro-
blemelor de curenti turbionari si cele de propagare, imprastiere, antene, dispozi-
tive de microunde, etc.

In problemele de propagarea undelor electromagnetice se intilneste deseori nece-
sitatea modelarii spatiului fizic deschis, nemarginit. Pentru aceasta se foloseste
o frontiera fictivd, care margineste domeniul de calcul, dar de care unda elec-
tromagnetica ar trebui sd fie absorbitd si nu reflectatd. Impunerea unei conditii
absorbante de frontiera, care si satisfaca teorema de unicitate a campului nu
este deloc simpla din punct de vedere matematic
(http://www.dam.brown.edu/scicomp/media/report_files/Br
pdf, http://www.csc.kth.se/~olofr/NumPDE/EngquistMajda.
pdf).

In aplicatii, se intdlnesc cel mai frecvent urmitoarele abordiri, pentru aceasti pro-
blema:

* o conditie de frontiera (de tip Robin), cu impedanta distribuita superficial,
cum este de exemplu conditia absorbanta (ABC = Absorbing Boundary
Condition) a lui Mur [92];

* un strat fictiv cu proprietdti de material absorbante, conditie numita PML =
Perfect Mached layer [132];

* asa cum in problemele statice si stationare, cea mai precisd modelare a do-
meniilor nemarginite se realizeaza prin operatorul Poincare-Steklov, discre-
tizat prin cuplajul FEM-BEM, si in cazul general variabil existd o abordare
principial similard, dar in care relatia dintre E; si H; de pe frontierd este mai
complicatd fiind descrisd de un operator integral, care dupa discretizare cu
elemente de frontierd-metoda momentelor (MOM - Method of Moments)
genereazd o abordare FEM-MOM cunoscutd si sub numele de FEM-EFIE
sau FEM-MFIE, in care EFIE inseamna Electric Field Integral Equation iar
MFIE inseamnd Magnetic Field Integral Equation.[128]].

In regimul general variabil, intensitatea cAmpului electric satisface dupa reprezen-
tarea in complex urmatoarea ecuatie Helmholtz, la care pentru a asigura unicitatea

'ownSC—-2002-
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solutiei au fost addugate conditii de frontierd de tip Dirichlet pe o parte Sg a fron-
tierei, pe care este cunoscutd componenta tangentiala a cAmpului electric si de tip
Robin, 1n rest pe Sy:

V X (/flV X E) — (w2€ — jwa) E=—jwJ®in Q;
f x E = P pe Sg; (3.152)
nx (p'VxE)+mxnxE=QpeSy.

Dacd in aceastd ecuatie se alege ¢ = 0, atunci se obtine cazul regimului MQS,
iar dacd o = 0, atunci se obtine ecuatia regimului electrodinamic fard pierderi
(EDFP), care iata este o ecuatie Helmholtz cu coeficienti reali, deoarece J, poate
fi pur imaginar.

Dacd aceastd ecuatie este Tnmultitd Tn produs scalar cu functiile de test W, si
integratd apoi pe domeniul de calcul, rezultd dupa aplicarea relatiei lui Gauss,
forma slaba a ecuatiei Helmholtz:

/ (L™ (V x W,) - (V x E) — (w’e — jwo) W; - E] dx+
@ (3.153)

+ Wi(Q—vﬁxﬂxE)dS_—jw/Wi-Jsdx.
Sy Q

Diferenta fundamentald fata de cazul scalar este cd acum se utilizeazd in locul
functiilor de bazé nodale, elementele de muchie W; = N,(r) si solutia este com-
binatia liniara a acestor elemente de muchie:

Ne
E(r)=) EN,(r) (3.154)
j=1

in care I; sunt gradele de libertate, egale cu tensiunea electricd de-a lungul celor
N, muchii ale retelei de discretizare, cu exceptia celor de pe Sg, pe care este
specificatd conditia esentiald de frontierd. Forma slabd a ecuatiei este acum un
sistem de ecuatii algebrice liniare, complexe Az = b, in care:

Ajj = / [ (V x Ny) - (V x N;) — (w’e — jwo) N; - N;| dx+
s

SH

Zj = Ej,

(3.155)

Q SH



Concluzia acestei prezentdri este ca rezolvarea problemelor reprezentate in com-
plex este similara cu rezolvarea problemelor de regim magnetic stationar, deose-
birea constand n faptul ca in loc sd se rezolve un sistem liniar de ecuatii reale se
rezolva unul de ecuatii complexe. Similitudinea dintre expresiile () si (3.25) pune
in evidenta faptul ca matricea de rigiditate are aceeasi structura in ambele cazuri,
fiind una rara si simetrica.

Ecuatiile satisfacute de cele doud potentiale in regimul MQS sunt:

1
Vx-=VxA+o(jw+ Vo) =J°

L
Vo (jw+ V) =0, (3.156)
V-3 =0,

Acestea se rezolvad Tn mod natural, folosind elemente de muchie pentru potentialul
vector A si elemente nodale scalare pentru potentialul electric scalar V = ¢. In
ciuda dificultatilor numerice intdimpinate, multe pachete comerciale de elemente
finite au adoptat calea mai comodad, de a folosi elemente nodale si pentru repre-
zentarea celor trei componente ale potentialului vector A.

Dupd cum s-a vdzut un artificiu pentru evitarea dificultdtilor consta in folosirea
urmdtorarei ecuatii care intdreste conditia de etalonare Coulomb:

1 1
Vx-VxA-V-V-A+0o(jwA + V¢) = J*,
[ 7 (3.157)

V.o (jwA+ V) =0.

Cu acest artificiu, operatorul augmentat are caracteristici care il aproprie de ope-
ratorul Laplace (in sensul cd se reduce dimensiunea spatiului nul). Daca se aplica
V primei ecuatii, se obfine consecinta

1
V2;V A =0, (3.158)

deci ¥V A satisface ecuatia lui Laplace, iar dacd V A este nul pe frontierd, atunci
VA se anuleazi,si termenul adiugat la ecuatie este si el nul. In consecinti, adi-
ugarea acestui termen nu afecteaza corectitudinea ecuatiei. De fapt el nu este nul
pentru modurile fictive de oscilatie, corespunzdtoare unor valori proprii parazite
mici, cdrora li se forteaza anularea prin addugarea acestui termen. Un alt avantaj
al elimindrii valorilor proprii parazite constda in Tmbunétdtirea numarului de con-
ditionare al matricei de rigiditate, ceea ce face ca rezolvarea iterativa a sistemului
liniar sd fie mult mai rapida.

Celalalt dezavantaj, referitor la erorile din zonele in care p are salturi dispare,
doar prin folosirea elementelor de muchie. Adadugarea termenului penalizator,



care etaloaneaza potentialul vector functioneaza bine la frecvente mici, deci si Tn
regim stationar, dar la frecvente Tnalte, matricea devine tot mai slab conditionata.
Solutia gasitd pentru a elimina acest comportament nedorit este de-a dreptul pa-
radoxald, si anume sd se renunte de tot la etalonare. Acesta face ca matricea
sd devind singulard, dar era cunoscut faptul cd unele metode iterative rezolva cu
succes sisteme liniare nedeterminate, cu condifia ca termenul liber sa fie compa-
tibil (sd nu aiba proiectie pe spatiul nul al matricei sistemului). Aceastd condi-
tie poate fi indeplinita daca J® este perfect solienoidal, conditie verificatd, daca
se foloseste in locul sursei J?, potentialul sdu vector J* = V x T, care face
ca J° sd aiba VJ® = 0. Problemele neetalonate au condus la sciderea dras-
ticd a numarului de iteratii efectuate de solverele iterative de tip Krylov [104],
[14]. Prin imbunitatirile pe care eliminarea etalondrii le aduc spectrului matricei
de rigiditate, putem spune cd aceastd abordare actioneazd ca o preconditionare
eficientd a rezolvdrii iterative.

Pentru a ilustra diversitatea aplicatiilor si a rezultatelor, ce se pot obtine cu metoda
elementulu finit, in Fig. [3.25 este reprezentata distrubutia superficiald de curent
generatd de o antend plasatd la suprafata unui avion. Acest rezultat a fost obtinut
cu pachetul ANSYS HFSS, bazat pe FEM in domeniul frecventei, si care pen-
tru rezolvarea problemei 3D, Tn regim ED armonic pe un sistem de calcul cu 16
procesoare a folosit descompunerea in sudomenii, metoda ce va fi prezentatd in
detaliu in subcapitolul urmator.

Figura 3.25: Aplicatie aeronautica (http://www.ansys.com/)

In Fig. este reprezentatd distributia cAmpului electric 1n interiorul cre-
ierului unui pacient, modelatd cu metoda elementelor finite, pornind de la datele
geometrice extrase din datele culese de un tomograf MRI.


http://www.ansys.com/

Figura 3.26: Aplicatie bio-medicala
(http://rsta.royalsocietypublishing.org/)

3.6.2 Frecvente si moduri proprii de rezonanta

O categorie de probleme de mare interes pentru aplicatiile electromagnetismului
de naltd frecventd este cea a determindrii modului 1n care se distribuie campul
electromagnetic, in cavitdfile rezonante si a spectrului ce contine frecventele la
care are loc rezonanta. Din punct de vedere fizic, problema se referd la un do-
meniu marginit, in interiorul cdruia conductivitatea este nuld, permeabilitatea p si
permitivitatea € sunt functii pozitive de punct, iar frontiera este supraconductoare,
deci pe ea campul electric tangential este nul: E; = 0.

Intr-un astfel de sistem, cAmpul electromagnetic nu are solutie unici, pot exista
o infinitate de distributii de cAmp armonic, fiecare corespunzdtore unei frecvente
de rezonantd, proprii cavitatii. Scopul analizei este de a determina cat mai multe
dintre aceste frecvente, incepand de la cea mai mica.

Ecuatiile campului electromagnetic din interiorul cavititii au forma:

V xE+ jwpH =0,
V xH — jweE =0,
V (pH) =0,
V(eE) =0,

(3.159)

iar problema formulatd este sd se determine pulsatiile w, pentru care aceste ecuatii
au solutie nenuld, si modul in care campul electromagnetic, cu conditia de fronti-
erda E x n = 0 pe 0f) este distribuit in domeniul 2. Eliminand cAmpul magnetic,
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rezultd ecuatiile satisfacute de campul electric:

V x p 'V x E=w%E, inQ
VeE =0, in Q (3.160)
E xn =0, pedfd.

Forma variationald a acestei probleme se enuntd astfel: gasiti A > 0 si u €
Hy(rot, ), astfel incat:

/,u_lv xu-V xvdx = )\/ evudx, Vv € Hy(rot, ). (3.161)
Q Q

Folosind spatiul V},, (7,) € H(rot,(2) al elementelor finite rot-conforme, pro-
blema capitd urmitoarea form discretd: Sa se gaseascd A\, > 0siu € Vj,, (7h)
astfel incat:

/ LIV oxuy, - V ox vpdx = Ay / eupvpdx, VW e Vi, (Th).  (3.162)
Q Q

Folosind pentru solutie expresia

u=>»up; (3.163)

in care {¢; : 1 < ¢ < N} este o bazd FEM pentru V}, , (75,), problema capata
urmitoarea formi algebricd: gisiti A > 0siu € RY, ai. Au = AMu, in care
A € RY*¥ este 0 matrice simetricd pozitiv semidefinitd (numiti "de rigiditate")
iar M € RV*¥ este o matrice simetrici pozitiv definitd. (numitd "de masd").
Elementele matriceleor A si M se calculaeazd si se asamableazd, asa cum s-a
aratat Tn capitolele anterioare.

Aij = / [[1,_1 (V X Nz) . (V X Nj) — (w25 — jwa) Nz . N]} dx+
S
+/ v(n x N;) - (0 x N;)dS,
Su

Zj:E

R

(3.164)

Q Su

Problemele electromagnetice de moduri de oscilatie proprii se reduc deci prin
MEEF la rezolvarea unor probleme algebtice liniare, de valori si vectori prorii ale
unor matrice simetrice si pozitiv definite. Matricea A are un spatiu nul relativ ex-
tins, fiind asociat campurilor gradient. Matricele generate de metoda elemenului



finit pentru operatorii rot-rot sunt rare, de dimensiuni foarte mari si prost conditio-
nate. Aceste caracteristici fac ca algoritmii clasici pentru determinarea valorilor
si vectorilor proprii ale unei matrice sa nu poatd rezolva problema In mod ro-
bust. Nici algoritmii iterativi nu sunt potrivifi, Tn acest caz, deoarece matricele
sunt prost conditionate. Solutia gasitd pentru rezolvarea problemei a fost folosi-
rea unei metode iterative de tip Gradienti Conjugati, preconditionati cu multigrid.
Pentru a obtine precizia doritd, trebuie sa se foloseasca rafinarea autoadaptiva hp,
dar o mare importanta o are folosirea functiilor de bazd conforme cu secventa de
Rham [63], [133]].

Importanta problemelor de valori proprii ale ecuatiilor lui Maxwell, este ilustrata
in Fig. in care se prezintd rezultatul modelarii campului electromagnetic
dintr-o cavitate rezonanta, folositd pentru acceleratoarele de particule. Alte rezul-
tate similare sunt disponibile la (https://slacportal.slac.stanford.
edu/sites/ard_public/bpd/acd/Pages/acmod.aspx).

Figura 3.27: Rezultatul modelarii unei cavitati rezonante (dasy . de)

3.6.3 Campuri in regim tranzitoriu

Analiza campului electromagnetic in domeniul timpului se efectueaza de obicei
in cazul problemelor de regim MQS si ED. Daca mediile sunt neliniare, Tn regim
tranzitoriu, analiza Tn frecventd nu poate fi aplicata rdiméanand ca analiza 1n do-
meniul timpului sa fie cdmpului in cele doua regimuri au deosebiri fundamentale,
in regim MQS ele sunt de naturd parabolica, iar Tn ED sunt de natura hiperbolica.
Aceasta face ca in al doilea caz sd apara fenomene de propagare, cu viteza finita, si
cu posibilitatea definirii frontului de unda, in timp ce in primul caz apar fenomene
de difuzie, cAmpul distribuindu-se teoretic instantaneu in intreg spatiu. In cazul
MQS nu se poate defini viteza de propagare sau lungimea de undd, in schimb se
definesc: adancimea de patrundere si constanta de timp echivalenta de difuzie.
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In regim general variabil firi pierderi (EDFP), cAmpul electromagnetic este
descris de ecuatii cu derivate partiale de tip hiperbolic, de forma:

1 O°E .
V x (EVXE>+€W:0 mn Q,

nxE=0, pe Sg,;

nxH=0, pe Sy,; (3.165)
E(r,t =0)=E(r), in Q,

OE (r,t) ,

T - = E6 (r) , 11 Q.

la care sunt addugate conditii de frontierd (pentru E, sau H,), dar si dou# conditii
initiale, una pentru intensitatea cimpului si alta pentru derivata ei fatd de timp, la
momentul £ = 0.

Dacd se presupune cd solutia numericd se exprimd folosind elemente de muchie

NjZ
Ne
E(rt)=> E(t)N,(r), (3.166)
j=1
gradele de libertate alcatuiesc un vector cu componentele £, 7 = 1,..., N, de-

pendente de timp. Aplicand proiectia Galerkin a ecuatiei (3.165)pe spatiul ele-
mentelor de muchie se obtine sistemul de ecuatii diferntiale ordinare:

0%z(t)
ot?

Sz(t) + ¢g*M =0 (3.167)
in care ¢ = 1/(eu) este viteza de propagare, S este matricea de rigiditate, M este
matricea de masa cu elementele avand expresiile cunoscute pentru elementele de
muchie, iar z este vectoul gradelor de libertate, ce identificd evolutia in timp a
solutiei problemei. Metoda numericad standard pentru rezolvarea unui astfel de
sistem de ecuatii se bazeaza pe discretizarea cu diferente finite a derivatei fata de
timp. Folosind de exemplu, diferente finite centrate, rezulta:

M (z"' — 22" +2"7!) = — (cpAt)* Sz", (3.168)

care este o metoda implicitd, deoarece la fiecare pas de timp n = 1,2,3,...,
trebuie rezolvat un sistem liniar cu matricea M. La primul pas z' si z° sunt cal-
culate pornind de la conditiile initiale. Aceasta metodd de rezolvare a sistemului
de ecuatii diferentiale ordinare este stabila, doar in conditia CFL http://en.
wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrich—-Lewy_ condition,dacd
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pasul de timp At < 2/wyax, In care wp,.x este pulsatia proprie maxima a siste-
mului: —Sz = (wco)2 Mz. Deoarece metoda de referintd pentru rezolvarea ecu-
atiilor Maxwell in domeniul timpului este metoda FDTD (Finite Difference Time
Domain) (http://en.wikipedia.org/wiki/Finite-difference_
time-domain_method), MEF ar trebui comparatd cu aceasta. Cea mai im-
portanta dificultate a amplicarii MEF 1n rezolvarea problemeleor de regim tranzi-
toriu este cea referitoare la necesitatea "inversdrii" matricei de masa la fiecare
iteratie. Dificultatea poate fi eliminatd, dacd se foloseste o aproximare diagonala a
matricei M, tehnicd numita a concentrdrii masei. Aceasta abordare functioneaza
bine, mai ales in cazul retelelor hexedrale sau dreptunghiulare, caz in care per-
formantele metodei se aproprie de cele ale FDTD. Totusi conditia CFL limiteaza
marimea pasului de timp si conduce la cresterea efortului de calcul necesar si-
muldrii. O solutie este sa se foloseasca metode mai puternic implicite, cum este
metoda Newmark, 1n care la fiecare pas de timp se rezolva sistemul:

M (2" — 22" +2"7") = = (cAt)* S [0z + (1 — 20)2" + 62" '] (3.169)

metoada stabild pentru orice valoare a pasului de timp At, dacad parametrul 6 >
1/4 (acest parametru se alege de obicei # = 1/2). Evident ci atunci cand pasul de
timp este prea mare, solutia numerica se abate mult de la solutia exacta. Este inte-
resant de remarcat faptul cd aceastd schemad de cuadraturd este rezultatul aplicarii
proiectiei Galerkin si a MEF pentru variatia fata de timp

[14]. Putem spune deci ca relatia (3.169)) reprezintd discretizarea cu FEM, atat din
punct de vedere spatial cat si temporal a ecuatiilor cAmpului electromagnetic.

O altad abordare posibila este cea care foloseste metoda Runge-Kutta
(http://en.wikipedia.org/wiki/Runge-Kutta_methods) pentru
integrarea numericd, in domeniul timpului a sistemului de ecuatii diferntiale ordi-
nare, obtinut prin discretizarea spatiala cu MEF.

In regim qvasistationar inducitv (MQS), cimpul electromagnetic este descris
de ecuatii cu derivate partiale de tip parabolic, de forma:

1 1 OA
Vx;VxA—V;V-A+a(—+V¢) = J°,

ot
HA
v-a(5+v¢> — 0,

(3.170)

la care se adauga conditiile de frontierd prezentate anterior si conditia initiald, re-
feritoare la distributia potentialului magnetic vector A, in tot domeniul de calcul,
la momentul initial ¢ = 0.

Daci se presupune ca potentialul magnetic vector se exprima folosind elemente
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de muchie N, iar potentialul scalar prin elemente finite nodale:

Alt,r) = i:Aj(t)Nj(r), V(t,r) = Z Vi(t)o;(x), (3.171)

si se aplicd ecuatiei proiectia Galerkin pe spatiul elementelor finite, se obtine sis-
temul de ecuatii diferntiale ordinare:
dz(t)

Sz(t) + M=~ + Gv(t) = b(t); Av(r) = det@), (3.172)

in care S si A sunt matrice de rigiditate, pentru elemente de muchie respectiv
pentru cele nodale, M este matricea de masa, G si B sunt matrice ce pondereaza
derivatele spatiale, iar z(t) si v(t) sunt gradele de libertate corespunzitoare po-
tentialului vector (tensiunile pe muchii) si respectiv ale celui scalar (valorile Tn
noduri).

Si in acest caz se obtine tot un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, care se re-
zolva prin integrare numerica in timp, cu diferente finite. De aceasta data insa,
cele mai simple abordari sunt schema Euler progresivd, regresivd sau combinatia
lor:

M(z" " —z") /At + S(0z" T + (1 — 0)z") + G(Ov" T + (1 — 9)v")
= (b + (1 - 0)b"),

(3.173)

care pentru § = 0 este metoda progresivd, pentru § = 1 este metoda regresiva,
iar pentru § = 1/2 este metoda Crank-Nicholson. Metoda de integrare in timp
prezentatd este neconditionat stabild, pentru orice 6 € [1/2, 1] [120]. Pentru 6 <
1/2, deci inclusiv in cazul Euler progresiv, metoda de intregrare este stabila, doar
daca pasul de timp este suficient de mic:

2

At < (1—¢), 0<e<l. (3.174)

(1—20)
In regimul general variabil cu pierderi (ED), cimpul electric satisface ecuatia:

2
%g -E+ %a E4+Vx (p'VXE) = —%Jefm —V x (' K3.175)

in care J** si K sunt sursele de cAmp, densitatea de curent electric (rotorul
campului magnetic) si de "curent magnetic" (rotorul campului electric), de regula
nul. Se constatd cd ecuatia are un termen de propagare (derivata dubld fata de
timp), unul de difuzie (derivata simpla fata de timp) si un operator (de tip rot-rot)
de derivare spatiald. In [92] se propune ca solutia FEM si se exprime sub forma:

i=

3
E(xt)=> > W5 (x) (3.176)
0 J



in care W sunt functiile de bazi nodale (C') utilizate in domeniile de omogenitate
sau de muchie (F), utilizitate pe interfetele intre mediile omogene. Dupi proiectia
Galerkin, ecuatia campului se transformad intr-un sistem de ecuatii diferentiale
ordinare de forma:

at2el7]/\7\7:,,q e-W,;;dV+

+ ; a@@j /1; Wp7q 0 - Wi,jdV—l—

+ e /D (VX Wpo)-p™t (VX W,;)dV =

_9

Ot
0

_ W . Jewtd o
8t/D P v

(3.177)
W,, - (n x H)dA—
D

- / (VX W, )-pu ' -K“dV, Vp,q.
D

Pentru a asigura caracterul solenoidal al inductiei electrice, la aceste ecuatii se
mai adauga si conditia:

Zem/ (V- Wy le-ul” L V (eW;;)dV, Vp,q. (3.178)

2¥)

Este evident ca sistemul de ecuatii diferentiale ordinare obtinut acum prin discre-
tizarea cu FEM are forma:
2

ML o)+ v, L

© e e(t) + M,e(t) = q(t). (3.179)

dt
Cele trei matrice sunt: M, - matrice de rigiditate, M, - matrice de masa si M, -
matrice de amortizare. in regimul MQS, M, = 0, deci ecuatia nu contine terme-
nul cu derivata duba in timp, iar in regim EDFP, M, = 0, deci ecuatia nu contine
termenul cu derivata de ordinul Tntai Tn timp.

Un program MATALB pentru rezolvarea ecuatiilor lui Maxwell Tn regim tranzito-
riu, folosind elemente nodale sau elemente de muchie este disponibil la
(http://m2matlabdb.ma.tum.de/download. jsp?MC_ID=1&SC_ID=
1&MP_ID="/5.

Dintre pachetele de programe software pentru analiza cu MEF, mentiondm GetDP
("General environment for the treatment of Discrete Problems"), care este un me-
diu general de tratare numericd a problemelor stiintifice, folosind elemente finite
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mixte pentru a discretiza secventa de Rham 1n 1D, 2D sau 3D.

Caracteristica acestui mediu constd in posibillitatea de a defini simbolic (prin fisi-
ere de text scrise in limbaj propriu) problema de rezolvat: forma slabd a ecu-
atiilor si spatiul finit dimensional al solutiei numerice. Instrumentele numerice
sunt tratate ca obiecte software. GetDP se poate aplica la rezolvarea numerica

a ecuatiilor integro-diferntiale, inclusiv a problemelor fizice cuplate (electromag-
netice, termice, etc.) in diferite regimuri (statice, stationare, tranzitorii, armo-
nice) (http://geuz.org/getdp/. De altfel, utilizarea tehnicilor programa-
rii orientate pe obiecte este subiectul mai multor lucrdri si proiecte (http://
www.lmc.ep.usp.br/pesquisas/bem/oop/mackerle.pdf, http:
//www.oofem.org/en/oofem.html, http://www.calpoly.edu/~garcher/
archer.pdf,http://catao.univ-toulouse.fr/5378/1/Pantale_
5378 .pdf, http://www.fetk.org/, urlhttp://fetk.org/codes/mc/, http:
//fetk.org/codes/mclite/,http://www.dealii.orqg/,http://
www.ofeli.net/l

3.6.4 Campuri variabile in medii nelinare si cu histerezis

In multe aplicatii este necesard modelarea unor masini si aparate electrice, care
functioneaza la frecventd industriald si care contin piese feromagnetice. Chiar
daca sunt neliniare din punct de vedere magnetic, acestea sunt modelate de multe
ori ca medii liniare, cu B = pH, in care 1 este permeabilitatea dinamica initiala,
pentru, H = 0. Deoarece aceasta abordare nu ia in considerare saturafia magne-
ticd, ea este acceptabild doar pentru campuri mici. Tehnica a fost extinsd pentru
a considera si fenomenul de histerezis. Utilizand o permeabilitate complexa, se
obtine o modelare aproximativa a pierderilor prin histerezis, aproximand de fapt
ciclul cu unul de forma eliptica (in regim armonic, atat B cat si H variaza sinuso-
idal in timp, deci daca sunt defazate dependenta dintre ele se reprezinta Tn planul
B — H printr-o elipsa).

Abordarea liniard, chiar dacd este simpld, nu este satisfacdtoare la campuri mai
mari, atunci cand neliniaritifile materialelor feromagnetice devin importante. Da-
toritd lor, marimile nu mai au variatie perfect sinusoidala in timp, dar raman totusi
cu variatie in timp periodicd, permanentd, deformatd, nesinusoidala. De regula
abaterea de la sinusoida nu este foarte mare, ceea ce face posibild analiza folosind
serii Fourier trunchiate la un numar relativ mic de armonici (maxim 5 — 10, i mai
rar pand la 100). Analiza campului magnetc MQS 1n domenii feromagnetice cu
metoda analizei armonice reprezintd un instrument puternic pentru multe aplica-
tii electrotehnice industriale. Fiind o problema neliniard, abordarea este cunos-
cuta si sub numele de metoda balantei armonice, deoarece se analizeaza fiecare
armonica In parte, relatia constitutivd , de material facand legatura dintre armo-
nici, asigura echilibrul armonic [35)] ,(http://en.wikipedia.org/wiki/
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Harmonic_balance. Campul electromagnetic satisface ecuatiile fundamne-
tale ale acestui regim, care datoritd caracteristicilor de magnetizare devin ecuatii
neliniare. Analiza numerica a acestui cdmp se poate realiza cu MEF, urmand ca
sistemul de ecuatii diferntiale ordinare neliniare, generat de proiectia Galerkin sd
fie rezolvat printr-o metodd numericd, pentru a gasi o solutie periodicd. Aceasta
poate fi determinata, fie prin metoda balantei armonice, fie prin metoda balisticd
("shooting method"), care consta in simularea iterativd a regimului tranzitoriu al
sistemului, pe parcursul unei (semi)perioade, pornind de la conditii initiale arbi-
trare si apoi folosind valoarea variabilelor de stare dupd o perioada, se itereaza
conditia initiald, pand cand aceasta ajunge sa fie egald cu valoarea sa dupa o peri-
oada

[97]. Indiferent de metoda folositd pentru determinarea campului (in domeniul
timpului sau Tn domeniul frecventei), aceastd analiza este reluatd intr-un ciclu de
iteratii neliniare, pana cand este indeplinit criteriul de oprire (referitor la abaterea
de la periodicitate, care trebuie si fie suficient de micad). Iteratiile neliniare au la
baza fie metoda punctului fix, fie metoda Newton sau variante ale acestora.

In [57] se prezinti o metodi eficientd pentru analiza curentilor turbionari cu varia-
tie periodicd in timp, in medii neliniare din punct de vedere magnetic. Abordarea
este bazatd pe metoda punctului fix al polarizatiei si pe descompunerea Fourier
a variatiei periodice 1n timp a magnetizatiei. Ecuatiile cAmpului se rezolva in-
dependent pentru fiecare armonicad, iar apoi se sumeaza seria Fourier a inductiei
magnetice, functie care trecutd prin caractristica de magnetizare determind varia-
tia Tn timp a magnetizatiei. Aceasta este descompusd 1n serie Fourier trunchiatd
pentru a determina armonicile magnetizatiei, care devin surse de camp in itertia
urmatoare. Urmdtorul procedeu iterativ de tip Picard-Banach:

M-D S, M=) T.gm G v (3.180)

converge citre solutia problemei, care este punctul fix al aplicatiei W = S°T°G,
unde S este operatorul contractiv de trunchiere a seriei Fourier, T este operatorul
neexpansiv care indicd inductia B - solutie a problemei de cAmp, obtinuta printr-o
metodd numerica, pornind de la sursele cAmpului, printre care si magnetizatia M
de la iteratia anterioard, iar G este operatorul contractiv, care descrie caracteris-
tica de magnetizare (magnetizatia M 1in functie de inductia B). Aici s-a folosit
magnetizagia M = vI, in locul polarizatiei magnetice I = M, schimbare ce nu
modficd esenta procesului iterativ, cat timp "intrarea" in caracteristica de magne-
tizare se face prin B iar yu = 1/v este o constantd ce reprezintd permeabilitatea
"de calcul".

Spre deosebire de metoda Newton, metoda punctului fix foloseste o permeabilitate
"de calcul", care este mentinutd constantd pe toatd durata iteratiilor, neliniaritatea
caracteristicii de magnetizare fiind transferatd 1n neliniaritatea relatiei constitutive
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B — M. Astfel, la fiecare iteratie, neliniaritatea devine sursd de camp ntr-o pro-
blema virtuald, liniard, care se rezolvad in domeniul frecventei.

Metoda puntului fix a polarizatiei sau cea a magnetizatiei are avantajul cd poate fi
extinsd pentru a fi aplicatd si materialelor cu histerezis magnetic. Dintre modelele
de histerezis magnetic, cel cu precizie acceptabild pentru materialele feromagne-
tice este modelul Preisach, descris de o relatie de forma:

y(t) = / / ) 8,0 dads (3.181)

in care, in modelul direct x = H(t) este intensitatea campului magnetic iar
y = B(t) este inductia magneticd. Daca x = B si y = H, atunci modelul de
histerezis se numeste invers. In relatia Preisach, variabilele v si § sunt cAmpu-
rile de comutatie ale histeronului rectangular, iar p(«, 5) este functia de distri-
butie, caracteristica fiecarui material, Tn timp ce ~y este caracteristica histeronu-
lui elementar (http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_
of_hysteresis - Fig. Relatia (3.181]) exprimd semnalul de iesire y(¢)
ca o medie ponderatd a semnalelor de iesire ale unei multimi de histeroni elemen-
tari cu diferiti parametri.

Un model mai simplu, care elimina necesitatea dublei integrale si o0 aproximeaza

-]I

Figura 3.28: Caracteristica histeronului elementar

cu o suma este cel descris de relatia:

=

y(t) = —E (a0, Bo) +2 Y [E (s, Be1) — E (a, 5] (3.182)

k=1

caracterizat de functia Everett E(c, 3). In [79] se prezinti o proceduri de mi-
surare a acestei functii si implicit de determinare experimentald a modelului de
histerezis al materialelor anizotrope.

Modelul extras cu aceasta tehnicd a fost apoi folosit, pentru a calcula distribu-
tia campului magnetic din transformatorul reprezentat in Fig. [3.29] Rezultatele
numerice obtinute, comparate cu cele masurate sunt prezentate in Fig. [3.30]
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Figura 3.30: Ciclul de histerezis si variatia in timp a inductiei magnetice [84]]

Problema a fost rezolvata cu MEF, pentru potentialul magnetic redus ¢ al

intensitdfii campului magnetic:

H=T,- VO,

care satisface ecuatiile:

(3.183)

V- (ogV®) =V - (1pTy), in Qo - cu material ne-magnetic
V- (/LFPV(I)) =V (/LFPT()) + V- R, in Qm

) . (3.184)
- cu material magnetic;

in care T este potentialul vector al densitdtii de curent V x Ty = Jo, iar R este

"reziduul" punctului fix, definit de

B{H} = ,UFPH + R, in me

(3.185)



unde s-a notat cu B{H} relatia de histerezis magnetic, iar cu pipp = (fimax + fmin) /25
permeabilitatea de calcul.

Iteratiile neliniare prin metoda punctului fix al magnetizatiei, folosind un model
direct de histerezis au avut urmatorii pasi:

* Se genereaza matricea K a sistemului liniar de ecuatii, care nu se modifica
pe parcursul iteratiilor;

* Folosind reziduul R se determina termenul liber b al sistemului de ecuatii;

* Se rezolvd sitemul liniar Kx = b, deteminindu-se vectorul x al potentialu-
lui magnetic redus din noduri;

* Se calculeazd intensitatea campului magnetic H = Ty — V@, din fiecare
element, si apoi din operatorul Preisch, aplicat o singura datd pe fiecare
element se determind inductia magneticd B.

 Se actualizeaza reziduul R din fiecare element, plasat in domeniul feromag-
netic.

* Se determind eroarea solutiei numerice. Folosind reziduul R din ultimele
doud iteratii se calculeazi ||H,, — H,,_1]|, iar daci este mai mic decit o
abatere acceptabild, atunci calculele se opresc, altfel ele se reiau de la pasul
al doilea.

Calculele au fost efectuate in MATLAB, folosind functii oferite de pachetul COM-
SOL, pe un calculator cu un procesor dual AMD si 32 GB RAM. Perioada de timp
a fost divizatd in 72 pasi, iar reteaua de discretizare spatiala 2D a avut cca. 10.000
elemente triunghiulare cu 50.000 grade de libertate.



	Curs I
	carte_FEM-ME-DI-final2012

	Curs II
	Termotehnica
	NOŢIUNI DE BAZĂ
	Obiectul şi metodele termotehnicii
	Sistem, stare, parametri de stare, proces, transformare
	Proprietăţile parametrilor de stare şi de proces
	Ecuaţii termice de stare

	PRINCIPIUL ZERO AL TERMODINAMICII
	Temperatura
	Principiul zero al termodinamicii
	Scări de temperatură
	Scara de temperaturi a termometrului cu gaz ideal la volum c

	PRINCIPIUL ÎNTÂI AL TERMODINAMICII
	Introducere
	Energia internă
	Entalpia
	Căldura
	Lucrul mecanic
	Lucrul mecanic exterior (al transformării)
	Lucrul mecanic de deplasare (de dislocare)
	Lucrul mecanic tehnic

	Enunţuri ale principiului întâi al termodinamicii
	Exprimarea matematică a principiului I al termodinamicii �pe
	Exprimarea matematică a principiului I al termodinamicii �pe
	Forma generală a ecuaţiilor calorice de stare

	Termotehnica.pdf
	AL DOILEA PRINCIPIU AL TERMODINAMICII
	Introducere
	Procese ciclice.  Surse de căldură
	Maşini termice motoare şi generatoare
	Procese reversibile şi ireversibile
	Ciclul Carnot
	Enunţuri ale principiului al doilea al termodinamicii
	Entropia
	Proprietăţile entropiei
	Calculul variaţiilor de entropie
	Diagrama T - s
	Exergia şi anergia
	Definiţii
	Exergia căldurii
	Diagrama fluxului exergetic - anergetic.  Randamentul exerge



	Termotehnica.pdf
	TRANSMITEREA CĂLDURII
	Noţiuni generale
	Conducţia termică
	Legea conducţiei termice
	Ecuaţiile diferenţiale ale conducţiei termice
	Conducţia unidimensională în regim staţionar prin pereţi pla
	Conducţia unidimensională în regim staţionar prin pereţi cil
	Trecerea căldurii prin pereţi cilindrici

	Convecţia termică
	Teoria similitudinii
	Criterii de similitudine utilizate în transmiterea căldurii

	Radiaţia termică
	Legile radiaţiei termice
	Schimbul de căldură prin radiaţie între două suprafeţe solid
	Efectul paravanelor asupra schimbului de căldură prin radiaţ
	Radiaţia gazelor





	Curs III
	FEM-curs_link

	Curs IV
	FEM-curs_link

	Curs V
	FEM-curs_link

	Curs VI
	FEM-curs_link




